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And oh, how our glory may fade,
Fade...
Well, at least we’ve learned,
Some things along the way.
Paolo Nutini (Tricks of the trade)






Prefacio

Através dos séculos, e das categorias profissionais, a matemética tem sido encarada
de muitas maneiras diferentes. Para muitos ela ndo parece passar de uma colecdo de
féormulas, possivelmente tteis, a serem memorizadas e diretamente aplicadas, quando o
“prompt” correto é encontrado. Deste ponto de vista, a matemdtica ndo passa de um
enorme arquipélago, formado por ilhas com culturas totalmente diferentes, que ndo se
comunicam entre Ssi.

Neste livro adotamos um ponto de vista diferente. Sob este outro enfoque, a matemaética
¢ um sistema de ideias, fortemente conectadas entre si, baseadas em um pequeno conjunto
de fatos tomados como fundamentais. Nao se trata de um ponto de vista novo, ja que foi
introduzido na Grécia Antiga, em algum momento antes de 300 a.C. por muitos séculos
era a maneira padrdo de apresentar a matematica.

A beleza deste enfoque, hoje em dia tdo impopular, é que as formulas cedem lugar
as ideias. Sua impopularidade, talvez, tenha origem exatamente no fato de que férmulas
e cédlculos cedem lugar as ideias, o que requer mais esforco tanto da parte de estudantes,
quando de seus professores. A grande vantagem estd em que é muito mais facil absorver
um conjunto de ideais interligadas do que de férmulas isoladas.

O livro originou-se de um curso, de mesmo nome, oferecido aos estudantes de primeiro
periodo do curso de Ciéncia da Computacdo da Universidade Federal do Rio de Janeiro.
Por sua vez, o curso foi criado por causa da crescente dificuldade destes alunos em acompa-
nhar disciplinas obrigatérias como célculo, dlgebra linear e matemadtica discreta. Contudo,
¢ importante frisar que nao se trata de um curso tradicional do que se convencionou chamar
de pré-cdlculo. Afinal, como o nome indica, trata-se de uma introdu¢@o ao pensamento
dedutivo e ndo apenas de uma revisao aprofundada de tépicos como numeros reais, de-
sigualdades e funcdes. Ainda que este trés tépicos sejam abordados, eles o sao dentro de
uma estrutura dedutiva. Por exemplo nosso estudo de niimeros reais parte das propriedades
basicas destes, a partir das quais deduzimos todas as demais de que precisamos. Dito isto,
€ necessdrio esclarecer que, tampouco se trata de um curso de introduc¢do a anélise. Ainda
que os cortes de Dedekind sejam mencionados, isto € feito apenas para indicar claramente
o que ficou de fora em nosso estudo dos nimeros reais.
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iv PREFACIO

Deixando de lado a introducdo, em que o método dedutivo é apresentado em um
contexto histdrico, o livro consta de seis capitulos. O primeiro introduz légica proposicional
e conjuntos, os dois seguintes tratam de quantificadores, nimeros reais e fungdes e os
trés ultimos de geometria plana, trigonometria e graficos de fungdes. O tratamento é
tdo rigoroso quanto um curso elementar o permite. Por exemplo, nossa abordagem de
geometria € baseada em seis axiomas, dois dos quais tratam da medicdo de distancias e
angulos. Portanto, usamos nimeros reais e suas propriedades em nosso estudo de geometria,
sem 0 que nosso tratamento de trigonometria seria invidvel. Além disso, os topicos estao
limitados ao que € vidvel incorporar em uma disciplina semestral. Com isso, nosso estudo
de geometria ndo vai além dos tridngulos, e apresentamos quantificadores de maneira
extremamente ingénua.

O livro foi usado, sob a forma de apostila distribuida aos alunos, durante varios anos
no curso de Ciéncia da Computacdo da UFRJ e beneficiou-se das observagdes, correcdes e
sugestdes das dezenas de alunos que fizeram estes cursos e dos professores Juliana Vianna
Valério e Jodo Antdnio Récio da Paix@o que utilizaram o mesmo material ao oferecer a
disciplina e, sobretudo ao Jodo Carlos Pereira da Silva, que além de usar o material, leu
todo o texto mais de uma vez. Naturalmente todos os erros que, porventura, ndo tenham
sido eliminados sdo de minha inteira responsabilidade. Também devo agradecimentos
especiais a turmas que ingressaram nos primeiros semestres de 2022 e 2023 pelas criticas
e sugestdes que me ajudaram a melhorar o texto e, sobretudo, a sistematizar, de maneira
mais adequada, o capitulo de geometria.

Rio de Janeiro, 10 de novembro de 2026

S. C. Coutinho
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CAPITULO 1

Introducao

Comecaremos com um pequeno apanhado de alguns aspectos da histéria da matematica
que nos ajudardo a esclarecer a importancia do contetido deste livro no entendimento de
muitos topicos centrais para a matematica estudada por cientistas da computagao, matematicos,
fisicos e engenheiros.

1. Areas

Toda crianga vai se apropriando, com o passar dos anos, de indmeras “particulas de
informacao” que ouve dos adultos, uma das quais € a explicacdo de que geometria é o
termo grego para “medida da terra”, no sentido de terreno ou regido. Os gregos antigos
justificavam o uso desta palavra apelando para o que teria acontecido no Antigo Egito.
Assim o filésofo neoplatonico Proclo (410-485 d.C.) comeca seu famoso Sumdrio de
histéria da geometria,

como precisamos examinar o inicio das artes e do conhecimento no
presente periodo, diremos que, de acordo com a maioria dos relatos, os
Egipcios foram os primeiros a descobrir a geometria; tendo sua origem
na medicdo de dreas. Isto era necessdrio, em razdo das cheias do Nilo,
que, avancando, apagavam os limites [entre os lotes]; (Thomas, 1991, p.
145).

A tradi¢do grega de que a geometria seria origindria do Egito remonta, pelo menos, a
Historia de Her6doto (484—425 a.C.). Segundo ele, um farad (provavelmente Senusret III,
que viveu entre 1878 e 1839 a. C.) dividira as margens do Nilo em lotes quadrados de igual
tamanho, que foram distribuidos entre a populacdo. Os impostos eram, entdo, cobrados
com base na producdo de cada lote. Quando as cheias regulares do Nilo danificavam
um lote (ou, na versdo de Proclo, apagavam seus limites) um inspetor era enviado para
refazer as medidas e determinar a proporcao justa do imposto a ser pago. Tendo relatado
esta historia, Her6doto acrescenta “talvez esta tenha sido a maneira como a geometria foi
inventada, tendo depois passado a Grécia”.

Os papiros egipcios que chegaram até nds corroboram a visdo da geometria egipcia
como sendo motivada por questdes praticas. Por exemplo, o papiro Rhind, contém varios
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2 1. INTRODUCAO

problemas relativos ao célculo de dreas de terrenos e volumes de recipientes. Entre as dreas
calculadas neste papiro estd a do circulo. Como veremos adiante, a férmula egipcia para
a drea do circulo corresponde a tomar 7 = 3,16. Seguindo o desenvolvimento histérico,
comegaremos este livro com uma introducao ao calculo de areas.

Talvez nao tenha sido a toa que, na versao de Herédoto, Senusret III tenha dividido
as margens do Nilo em lotes quadrados, porque o quadrado é o protétipo de todas as
areas. Assim, os egipcios mediam dreas usando o setat, que € a drea de um quadrado
cujo lado tem um khet, que corresponde a, mais ou menos, 5,2 metros. Todas as outras
areas podiam, entdo, ser medidas em funcdo da quantidade de setats que cabem dentro
delas. Por exemplo, em um retangulo cujos lados medem 3 khets e 5 khets, cabem 3-5 = 15
quadrados iguais a um setat.

Naturalmente ndo hd nenhuma razdo para que os lados de um terreno mecam uma
quantidade inteira de setats. Os egipcios contornavam o problema dividindo, sucessivamente,
o setat por dois; deste modo temos, no papiro Rhind, dreas de meio sefat, um quarto de
setat e um oitavo de setat. Séculos mais tarde, os gregos descobriram que representar uma
medida a partir de uma dada unidade leva a questdes matemadticas bastante profundas, mas
isto estava 1400 anos no futuro dos inspetores da época de Senusret I1I. Seguindo a tradi¢@o
egipcia, suporemos que sabemos como medir comprimentos com a aproximacao desejada,
€ vamos nos concentrar em como usar estas medidas para calcular areas.

Como j4 vimos, se os lados de um retdngulo medem um nimero inteiro de khets, sua
area em setats € igual ao produto do tamanho dos lados, porque esta € a quantidade de
quadrados de um setat que cabem neste retangulo. Se as medidas dos lados ndo sdo exatas,
a drea serd igual a um certo nimero de setats e sobrardo um ou mais retangulos, com lados
menores que um setat, cuja drea deve ser calculada. Os lados do retangulo que sobrou sio,
entdo, medidos em unidades de meio setat, e assim por diante. Por exemplo, no retangulo
da figura[I] um dos lado mede 2 khets e meio e o outro 3 khets e um quarto. Cabem neste
retangulo 6 setats e a drea que sobra pode ser subdividida em dois retangulos, um de meio
khet por 3 khets, o outro de 2 khets e meio por um quarto de khet. O primeiro destes
retangulos tem 4drea igual a 6 quadrados de um quarto de setat, o que corresponde a um
setat e meio. Ja a drea do segundo retangulo corresponde a 10 quadrados de um dezesseis
avos de setat. Portanto, temos um total de

1 65

1
2410 — = =
6+6 4+ 0 6° 3

ou, como os egipcios provavelmente fariam a conta,

(3+3) (+3) -5

Até aqui, nossa excursdo historica serviu, apenas, para referendar o fato de que a drea de
um retangulo é o produto dos comprimentos dos seus lados.
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FIGURA 1. Area do retangulo de lados 2 khets e meio por 3 khets e um quarto.

FIGURA 2. Transformando o paralelogramo em um retangulo.

A partir da drea do retangulo € muito facil achar a drea de um paralelogramo. Para isto
basta recortar o tridngulo a esquerda do paralelogramo, como ilustrado na figura[2] e cola-
lo a direita, obtendo assim um retangulo cuja drea € igual a do paralelogramo. Observe que
um dos lados deste retidngulo tem comprimento igual a base do paralelogramo, ao passo
que seu outro lado mede o mesmo que a altura do paralelogramo. Dado que as duas figuras
tém a mesma 4rea, podemos concluir que drea do paralelogramo é igual ao produto de sua
base por sua altura.

Nosso proximo passo € calcular a drea de um tridngulo. Desta vez juntamos ao tridngulo
dado um triangulo igual de modo a formar um paralelogramo. O processo € ilustrado na
figura (3| na qual, ao tridngulo da esquerda, que foi dado, juntamos uma cdpia refletida
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relativamente ao lado maior, para formar um paralelogramo. Portanto, a drea do tridngulo
de baixo € igual a metade da drea do paralelogramo. Como as duas figuras ttm mesma
base e altura, podemos concluir que a drea de um tridngulo é a metade do produto de sua
base por sua altura.

FIGURA 3. Juntando dois tridngulos iguais para formar um paralelogramo.

O que fizemos até aqui ja era bem conhecido dos antigos egipcios e lhes permitia
calcular a drea de qualquer figura plana cujos lados fossem segmentos de retas, ja que
todas elas podem ser subdivididas em triangulos. Contudo, os egipcios também sabiam
calcular, aproximadamente, a drea de um circulo. A regra que utilizavam para isto € dada
no papiro Rhind e pode ser formulada da seguinte maneira: tome o didmetro do circulo,
subtraia sua nona parte e calcule o quadrado do niimero resultante. Assim, se o raio do
circulo for r, a regra consiste em calcular

2r\* 256
(1) (zr—l) - 222
9 81
Como observamos anteriormente isto corresponde a tomar
256
— ~ 3,16
81 ’

como aproximacao para . De que forma os escribas do antigo Egito chegaram a esta
aproximacgdo € uma pergunta que nio sabemos responder. Mas isto ndo nos impede de
especular sobre o que pode ter acontecido. Uma ideia interessante a este respeito € que
podem ter chegado a esta aproximacao inscrevendo um circulo em um quadrado cujos
lados estdo divididos em quatro partes iguais, como ilustrado na figura ] Na préxima
secdo veremos como passar desta figura a férmula (TJ).

2. A geometria chega a Grécia

Segundo o Sumdrio de Proclo, cujo inicio citamos na se¢ao anterior,
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FIGURA 4. Aproximando a 4rea do circulo no Antigo Egito

Tales foi o primeiro a ir ao Egito e trazer para a Grécia estes estudos
[isto é, a geometria]; encontrando seus préprios resultados, e revelando
os principios aqueles que vieram depois dele; (Thomas, 1991, p. 147).

Em sua Vida dos Filosofos Ilustres, Didgenes Laércio (que viveu por volta do século III) é
mais explicito quanto ao que Tales teria feito; segundo ele,

ninguém o instruiu mas, tendo ido ao Egito, passou um tempo préximo
aos sacerdotes de 14. Hieronimus nos diz que mediu as piramides a partir
de sua sombras, observando quando nossas sombras sdo iguais a nds
mesmos; (Laertius, 2006, p. 29)

De nosso ponto de vista, o que Tales fez foi usar a semelhancga de tridngulos, como faremos
na secdo [5|do capitulo[5| Entretanto, aquela altura, é quase certo que esta propriedade ndo
fosse conhecida de ninguém. Infelizmente, mais uma vez, nada no registro histérico nos
permite determinar como Tales teria chegado a conclusdo sobre a igualdade das sombras.

Voltando ao sumario de Proclo (e deixando de lado “Ameristos, irmado do poeta Estesicorus”,
mencionado logo adiante na mesma citacdo e sobre o qual nada sabemos), Pitdgoras € o
personagem seguinte a ser mencionado. Segundo Proclo,

Pitdgoras transformou o estudo da matemética em uma forma de educagao
liberal, examinando seus principios desde o comeco, explorando seus

teoremas de maneira puramente imaterial e intelectual; (Thomas, 1991,

p. 149).

A andlise dos principios da matemadtica, que Proclo atribui a Pitdgoras, € parte das lendas
que envolvem a Escola Pitagorica. O fato dos seguidores de Pitdgoras atribuirem ao mestre
muitas de suas descobertas torna muito dificil determinar o que Pitdgoras realmente teria
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feito. Além disso, € necessdrio levar em conta que a filosofia neoplatdnica, da qual Proclo
era um expoente, dava forte €énfase ao imaterial sobre o material, a tal ponto que a biografia
de Plotino, o fundador da Escola Neoplatonica, comeca com a frase ‘“Plotino, o filésofo
nosso contemporaneo, parecia envergonhado de estar em um corpo”.

Em meio a tantas dividas, a tabuleta de argila YBC 7289, provavelmente escrita por
um estudante cerca de mil anos antes de Pitdgoras, que sugere que o teorema atribuido a
ele talvez ja fosse conhecido na Mesopotamia daquela época. As marcagdes, em escrita
cuneiforme, ao longo do lado e da diagonal do quadrado sao nimeros no sistema sexagesimal
(base 60) usado na Babilonia. Segundo uma das interpretacdes mais recentes Fowler,
Robson (1998), estes niimeros corresponderiam a 1/2, ao longo do lado, e a

30547
43200

ao longo da diagonal. Este tltimo nimero é uma excelente aproximagdo para

~(,7071064814

1
— ~0,7071067811
V2

que é o comprimento da diagonal de um quadrado cujo lado é igual a 1/2.

3. O teorema de Pitagoras e o circulo

Tenham sido os escribas babilonios, Pitdgoras, ou outra pessoa, quem descobriu o
teorema, € dificil ndo se perguntar o que levou alguém a perceber a relacdo entre os
quadrados dos catetos e da hipotenusa de um tridngulo retangulo. E isto nos leva de volta
ao cdlculo de dreas. O quadrado de um nimero € a drea de um quadrado. Lembrando disto,
o que alguém, em algum momento, percebeu é que o quadrado cujo lado € a hipotenusa
tem drea igual a soma das dreas dos quadrados sobre os catetos, como ilustrado na figura

Apesar de bem-conhecida esta figura ndo nos ajuda a entender como alguém teria
percebido a relag@o entre os trés quadrados. Porém, nada nos impede de especular o que
poderia ter acontecido. Para isso, lembre-se que os pisos das casas gregas e romanas eram
frequentemente recobertos por mosaicos. Imagine, agora, um grego com inclinag¢io para a
matematica que, entediado pela conversa de seus companheiros em um banquete, comeca
a olhar longamente para os mosaicos da casa, ilustrados na figura [6]

Talvez vocé ja tenha tido a experiéncia de olhar longamente para uma figura, até que,
inesperadamente, um detalhe lhe salta aos olhos, ao passo que outros parecem desaparecer.
E isso que vamos imaginar ter acontecido a nosso matemdtico imagindrio. Para entender
melhor o que teria ocorrido, redesenhamos 0s mosaicos na figura [/, mantendo apenas
aquilo que nosso matematico teria visto em seu momento de epifania.
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FIGURA 5. O teorema de Pitdgoras

FIGURA 6. O ladrilhamento na casa do banquete

O ponto crucial é que cada um dos quadrados é formado por dois tridngulos. Por sua
vez, estes quatro tridngulos podem ser facilmente rearrumados para formar o quadrado de
lados pontilhados sobre a hipotenusa. Obtivemos, assim, um caso muito especial da figura
5l porque os catetos do tridngulo retdngulo que estamos considerando sdo iguais. A beleza
deste exemplo € que, para constatar a validade do teorema basta fazer um recorte e colagem
do tipo que fizemos na secdo [I]e que, como vimos, eram conhecidos dos Egipcios muito
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FIGURA 7. O que o matemético viu

antes de Pitdgoras. Uma vez que um caso especial tenha sido descoberto € dificil para
alguém com propensdes matemdticas ndo se perguntar: vale para outros triangulos? Um
ponto a favor de nosso cendrio imagindrio, é que a demonstrac¢io do caso geral do teorema
nos Elementos de Euclides, € feito por um complicado processo de recorte e colagem.
Embora ndo haja nenhum documento que nos leve a crer que esta historia tenha um fundo
de verdade, ela nos ajuda a entender como alguém pode ter sido levado a perceber que
existe uma relagdo entre as areas dos trés quadrados.

Para encerrar, vejamos como utilizar o teorema de Pitdgoras para encontrar a aproximacao
do valor de 7 implicitamente usada nos documentos egipcios. A propdsito: embora m
seja um letra do alfabeto grego, o primeiro a usd-la para representar o quociente entre o
comprimento e o didmetro da circunferéncia foi o matemadtico galés William Jones em
1706.

Na figura [§] construimos um quadrado de lado igual a 8 e dividimos cada um de
seus lados em quatro partes iguais. Em seguida tragamos uma circunferéncia cujo centro
coincide com o do quadrado e que passa pelos pontos que distam duas unidades dos
vértices do quadrado. O tridngulo de vértices A, B e C € retangulo e seus catetos t€ém
comprimentos iguais a 8 e 4. Portanto, pelo teorema de Pitdgoras, a hipotenusa vale 4./5.
Como o didmetro do circulo coincide com a hipotenusa do tridngulo ABC, a éarea do
circulo € igual a

7 (2V5)? = 7 - 20.
Usando a drea do quadrado de lado 8 como aproximacao da area do circulo, obtemos
8 64

N—=—=3,2
TR0
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o que parece contradizer a afirmacéo feita no final da se¢do [I] de que a férmula egipcia
d4 uma aproximacdo de 7 igual a 3,16. A justificativa para a discrepancia é que, nao
tendo conhecimento do teorema de Pitdgoras, os egipcios podem ter simplesmente medido
o comprimento da hipotenusa em uma figura. Como

4V/5 ~ 8,94

o valor que eles teriam encontrado para o comprimento foi, provavelmente, 9. Mas,
tomando 9, em vez de 41/5 como valor do diAmetro, obtemos
82 162
TR = —~3,1604,
(9/2)> 9

de modo que o erro na medida da hipotenusa produz uma aproximagao melhor do que o
valor exato! Naturalmente temos, mais uma vez, uma histéria interessante, que € impossivel
comprovar a partir dos poucos documentos relativos a matemadtica egipcia que sobreviveram
até nossos dias.

4. A geometria na Grécia Antiga

Ainda que nao possamos acompanhar Proclo, quando atribui a Pitdgoras a transformacao
que se operou na geometria depois de chegar a Grécia, o fato € que as mudancas que ele
descreve de fato ocorreram. Nos 300 anos que separam Tales de Euclides, os gregos
transformaram um conjunto de regras praticas para medir terrenos em uma disciplina
tedrica altamente sofisticada. O que exatamente levou a esta transformacao é mais um dos
enigmas com que nos deparamos ao contar esta histéria. Contudo € possivel identificar
alguns fatores que provavelmente influenciaram nessas mudancas.

45

FIGURA 8. Usando o teorema de Pitdgoras para aproximar 7
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Um destes fatores foi, certamente, o sistema politico vigente em muitas das cidades
gregas. A democracia ateniense, por exemplo, permitia que os cidaddos livres (que excluiam
mulheres e escravos) debatessem temas politicos importantes na vida da cidade. Esses
debates, por sua vez, estimularam a andlise critica dos argumentos propostos por pessoas
com interesses diferentes, levando ao aperfeicoamento da arte da argumentagao e a habilidade
em justificar, cuidadosamente, a posi¢do pessoal dos participantes.

Estes mesmos fatores influenciaram o desenvolvimento da filosofia, que também fez
progressos expressivos nesta mesma época. Nos didlogos de Platdo, Sdcrates, que esta
sempre em busca do conhecimento (que declara ndo possuir) interroga seus interlocutores
cuidadosamente, expondo toda espécie de falhas e defeitos em argumentos que outros
julgavam perfeitamente satisfatérios. Nao € a toa que, na Apologia, Sécrates descreve
a si proprio como desempenhando, em relacdo a Atenas, papel semelhante ao da espora
que ndo permite que o cavalo se acomode — a proverbial pedra no sapato.

Essa insisténcia em tudo contestar teve consequéncias importantes na filosofia e na
matematica. Aristételes, por exemplo, observa no Livro I dos Analiticos Posteriores que,
segundo alguns filésofos, € impossivel realmente conhecer alguma coisa:

eles afirmam que ha uma regressdo infinita, porque nao é possivel co-
nhecer verdades posteriores aquelas que as precedem logicamente, a nao
ser que estas ultimas, por sua vez, dependam de verdades que lhes sdo
anteriores; no que estdo certos porque isto requereria percorrer uma série
infinita; (Aristotle, 1960, p. 37).

Aristételes, contudo, defende um ponto de vista mais razodvel. Embora afirme que

a pessoa que ndo sabe dar a razdo para um fato para o qual existe uma
demonstracdo ndo possui conhecimento cientifico, (Aristotle, 1960, p.
57),

ele observa que

nem todo conhecimento € obtido através de demonstracdes; pois o co-
nhecimento imediato ndo é demonstravel; (Aristotle, 1960, p. 37)

Em outras palavras, embora o que torna seguro nosso conhecimento seja nossa capacidade
de demonstri-lo, isso s6 é vidvel se aceitarmos certas afirmagdes fundamentais como
verdadeiras, ainda que ndo sejam passiveis de demonstracao.

As consequéncias da argumentatividade grega ndo foram menores na matemadtica. Na
verdade, matemadtica e filosofia experimentaram um desenvolvimento paralelo e muitos dos
exemplos que Aristételes cita em seus argumentos matematicos.
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A medida que a geometria grega foi se tornando mais tedrica e sofisticada, e a quantidade
de resultados conhecidos foi aumentando, os matematicos sentiram a necessidade de sistematizar
seu conhecimento. Isto foi feito em tratados, conhecidos como elementos, porque estabeleciam
os fundamentos da geometria entdo conhecida. Segundo Proclo, Hipdcrates de Quios, que
nao deve ser confundido com o médico Hipdcrates de Cos, foi “o primeiro matemético
a compilar elementos”. O que seus contemporaneos entendiam por esta ultima palavra é
explicado por Aristételes, segundo o qual

no caso das proposi¢cdes geométricas, chamamos de elementos aquelas
cujas demonstragdes estdo presentes nas demonstragdes de todas, ou da
maioria, das demais. (Aristotlel 1989, p.117)

Em seus Comentdrios, Proclo dd uma explicagdo mais pitoresca do mesmo termo:

assim como chamamos de elementos aos sons, que sao 0s primeiros
principios, mais simples e indivisiveis, da lingua, e todas as palavras e
discurso a eles estdo sujeitas; da mesma maneira, na geometria como
um todo, héd teoremas que estdo em sua base e sdo a razdo dos que
vém depois, alcan¢ando os demais e provendo as demonstragdes de suas
propriedades, a eles damos o nome de elementos; (Diadochi, |1873, p.
72) (Proclus, 1992, p. 59).

Hipdcrates ndo € o unico matematico que Proclo menciona como tendo escrito elementos.
Entre os outros matematicos que ele cita neste contexto estdo Leon, estudante de Neoclides,
e Teudios da Magnésia, sobre os quais pouco sabemos. Ainda segundo Proclo, este dltimo
“reuniu bons elementos, generalizando vdrias partes”. Um pouco adiante, tendo mencionado
os discipulos de Platdo, Proclo acrescenta

nio muito mais jovem que estes foi Euclides, aquele que reuniu os elementos
e organizou os resultados de Eudoxo e aperfeicou os de Teeteto; além
disso, elevou as demonstra¢des a niveis mais convincentes que aqueles

de seus predecessores; (Thomas, 1991, p. 155).

Na verdade o Resumo de Proclo, que ja citamos tantas vezes, aparece na segunda parte do
prologo de seu Comentdrio ao primeiro livro dos Elementos de Euclides, que provavelmente
era uma edicdo de suas licdes de geometria para iniciantes da Escola Neo-Platonica de
Atenas, da qual era o diretor.

5. Os Elementos de Euclides

Aristoteles viveu em uma época extremamente conturbada, em que Atenas, derrotada
por Filipe II da Macedonia em 338 a.C., comegou a perder sua posi¢do como centro
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por exceléncia da cultura grega. No século seguinte, esta posi¢ao passaria a Alexandria,
fundada na foz do Nilo, em 331 a.C., por Alexandre, o filho e herdeiro de Filipe II, do qual
Aristételes havia sido tutor. Com a morte prematura de Alexandre em 323 a.C., o Egito
passou ao controle de Ptolomeu, que havia sido um de seus generais, e que estabeleceu sua
capital em Alexandria. Inicia-se, assim, o periodo histérico conhecido como Helenistico.

Alexandria cresceu rapidamente e logo comecou a atrair filésofos, escritores e matemaéticos,
sobretudo depois da fundag¢do do Museion e da famosa biblioteca, que funcionavam em
parte como uma espécie de instituto de pesquisas. Uma das pessoas a trabalhar em Alexandria
foi o matemdtico Euclides. Em seu livro Alexandria: a history and a guide, o escritor
inglés E. M. Forster escreve que, em Alexandria

[a] matemadtica comeca com a incrivel, mas obscura, carreira de Euclides.
Nada se sabe sobre Euclides: de fato, pensamos nele hoje em dia mais
como sendo um ramo do conhecimento do que um homem,;

Publicado em 1922, o guia de Forster foi escrito em uma época em que os Elementos, a
principal obra de Euclides, ainda era o livro-texto bdsico de geometria em muitas escolas
do Reino Unido. Dai a frase de Forster, para quem Euclides era sindnimo de geometria.
Apesar disso, os Elementos ndo sao a unica obra de Euclides que chegou até nés. Entre os
outros livros dele dos quais temos cépias estdo os Dados, a Optica e a Divisdo de Figuras,
este tltimo apenas em uma tradugado drabe.

Os Elementos sdao um tratado de geometria basica em 13 livros, que, provavelmente,
correspondiam aos rolos de papiro em que a obra foi originalmente escrita. Estes livros
podem ser agrupados em trés grandes blocos, o primeiro dos quais, formado pelos livros
I a VI trata de geometria plana. O segundo bloco, cujo tema € a teoria dos nimeros, €
formado pelos livros de VII a IX. Ja o terceiro bloco, constituido pelos livros de XI a
XIII, diz respeito a geometria espacial e inclui a classificacao dos poliedros regulares. Nao
se encaixam nesta subdivisdo o livro V, sobre teoria da proporcdo, e o livro X, sobre a
classificagdo de grandezas incomensuraveis. Teremos um pouco mais a dizer sobre o livro
V ao final desta secao.

Como almejamos analisar alguns resultados bdsicos de geometria plana do ponto de
vista dos Elementos € conveniente listar os topicos correspondentes a cada um dos livros
que tratam deste tema:

Livro I: geometria dos tridngulos;

Livro II: cdlculo com magnitudes;

Livro III: geometria do circulo;

Livro I'V: figuras inscritas e circunscritas no circulo;
Livro VI: similaridade de figuras.
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Contudo, o célculo da drea do circulo sé aparece no Livro XII, cujo tema é o volume de
piramides, cilindros, cones e esferas.

De nosso ponto de vista, o aspecto mais importante dos Elementos é a maneira como o
material € apresentado. Fazendo eco ao que Aristételes escrevera nos Analiticos Posteriores,
Euclides comeca o livro definindo os termos técnicos que precisard usar € enunciando o
que chama de postulados e nogoes comuns. Os primeiros determinam como 0s objetos
que haviam sido definidos se relacionam entre si, ao passo que os segundos referem-se
a oito propriedades de cardter mais geral, como coisas iguais a uma mesma coisa sGo
iguais entre si € o todo é maior que a parte. De nosso ponto de vista, estas ultimas
sdo propriedades bésicas dos nimeros reais; por isso vamos considerar em mais detalhes
apenas as defini¢des e os postulados.

As defini¢cdes em Euclides podem ser enquadradas em duas categorias distintas. A
primeira, e mais importante, é formada por aquelas que especificam uma figura plana a
partir de uma certa propriedade; por exemplo,

um circulo € uma figura plana, compreendida por uma linha, tal que
todas as retas que caem sobre ela a partir de um ponto dentro da figura
sdo iguais entre si; (Thomas, 1991, p. 439).

Ja as defini¢Oes na segunda categoria sdo meros apelos a intui¢cdo; por exemplo, um ponto
€ 0 que ndo tem partes ou uma linha é comprimento sem largura. Mesmo as defini¢des
euclidianas na primeira categoria ndo sdo suficientemente precisas do ponto de vista atual.
Por exemplo, a defini¢do de circulo fala em um ponto dentro da figura, mas “dentro” ndo
aparece em nenhuma das defini¢des que antecedem a do circulo.

Ao contririo das defini¢cdes, das quais ha 23 s6 no livro I, os postulados s@o apenas
cinco. Os trés primeiros afirmam a possibilidade de:

1. desenhar uma reta entre dois pontos quaisquer;
2. estender um segmento ao longo de uma reta;
3. descrever um circulo com centro e raio dados.

O de namero 4 declara a igualdade entre dois angulos retos quaisquer. Ja o quinto postulado,
o mais famoso deles, afirma, em uma versao modernizada, que

se uma reta ¢, ao incidir sobre duas outras, forma angulos interiores, de
um mesmo lado de ¢, que sdao menores que dois retos, entdo estas retas
se cortam em um ponto que estd do mesmo lado de ¢ em que estdo estes
angulos.

Uma figura ajuda a entender melhor o conteido deste postulado. Considere uma reta
¢ que, como na figura [9] corta duas retas r; e 72 e sejam « e 3 os angulos formados,
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™

FIGURA 9. Quinto postulado dos Elementos

de um mesmo lado, entre ¢ e r; e entre ¢ e r5. O postulado afirma que, se o + 5 €
menor do que 180°, entdo r; intersecta r, do mesmo lado em que estdo o e 5. Desde
a antiguidade cléssica este postulado gerou uma enorme polémica porque ¢ muito menos
6bvio que os demais. Multiplas tentativas de deduzi-lo dos outros quatro chegaram ao
fim no século XIX, quando N. I. Lobachevsky e J. Bolyai mostraram que € possivel
construir uma geometria que respeita os quatro primeiros postulados, mas niao o quinto,
sem incidir em nenhuma contradi¢do, o que nos permite concluir que o quinto postulado é
independente dos demais.

Ao contrdrio de Euclides, ndo nos referiremos aos principios basicos da geometria
como postulados, mas sim como axiomas. Este era o termo usado por Aristoteles e se
tornou a terminologia padrdo a partir dos matemadticos gregos posteriores a Euclides. Este
termo € derivado da palavra grega para digno, no sentido de que estas hipéteses sdo dignas
de serem tomadas como base de nossa construcao.

Um aspecto interessante da exposi¢cao de Euclides € a auséncia de niimeros associados
a medi¢des. Em vez de comparar os comprimentos de dois segmentos, 0os matematicos
gregos comparavam, diretamente, os segmentos entre si. Para explicar como faziam isto,
precisamos introduzir algumas das operagdes que os gregos aplicavam aos segmentos. A
primeira € a adicdo de segmentos. Suponhamos que AB e C'D sdo segmentos de retas
rotulados de modo que A esta a esquerda de B e C' a esquerda de D. Para somar AB com
C'D, um contemporaneo de Euclides executaria as seguintes etapas:

Passo 1: com a agulha do compasso em (), estenderia a outra ponta até D;

Passo 2: com o compasso aberto desta maneira, poria a agulha em B e marcaria, a
direita de B, o ponto D’ sobre a reta ¢ que contém AB.

Com isso, o segmento AD’ € a soma de AB com C'D. A segunda operag@o consiste em
comparar segmentos. Para isso, executariam o passo 1 anterior, pondo, em seguida a agulha



5. OS ELEMENTOS DE EUCLIDES 15

do compasso em A, com a outra ponta marcando, na reta ¢, o ponto D’ a direita de A. Se
D'’ e AB, entdo C'D < AB, caso contrario, AB < CD.

Com isto podemos explicar a definicao de razdo entre segmentos, definida por Eudoxo
de Cnido (400-350 a.C.), e exposta por Euclides no livro V dos Elementos. Suponhamos
que temos quatro segmentos A, By, As B, A3 Bs e A4B,, cujos comprimentos sdo, respectivamente,

c1, Co, C3 € cy. Para provar a igualdade

€1 _C3

o o
no ambito da teoria de Eudoxo, Euclides precisava mostrar que uma das seguintes equi-
valéncias é verdadeira para qualquer escolha de inteiros positivos m € n:

(mA1B; >nAyB; se, e somente se, mAzBs > nAzBs);
(mA;B; =nAyBs se, e somente se, mA3;Bs = nA3Bs3);
(mA1 By <nAyBs se, e somente se, mAz Bz < nAszBs).

Certamente isto vai lhe parecer uma maneira bastante complicada de expressar o que, para
nés, € uma mera igualdade de nimeros. A bem da verdade € preciso deixar claro que,
ao utilizar a igualdade de nimeros reais, varremos a dificuldade para baixo do tapete.
Teremos mais a dizer sobre isto no capitulo[3] O fato € que, complicada ou ndo, a defini¢do
de Eudoxo permitiu aos matematicos gregos mostrar que ndo existe nenhuma unidade sob
a qual o lado e a diagonal do quadrado tenham ambos, como medidas, nimeros inteiros.
Expressamos isto dizendo que o lado e a diagonal do quadrado sdo incomensurdveis.

Esta descoberta fundamental ndo poderia ter sido feita pelos escribas da Mesopotamia
ou do Antigo Egito, porque estavam interessados em medi¢des praticas. Mas o valor de
uma medi¢do produz, apenas, uma quantidade finita de decimais e, portanto, pode ser
expresso como uma fracdo. Por exemplo, medindo o comprimento da diagonal de um
quadrado de um metro de lado com a precisdo de 50 casas decimais, o que € virtualmente
impossivel, obteriamos

1.4142135623730950488016887242096980785696718753769

que, nada mais €, que a fragao
14142135623730950488016887242096980785696718753769

10000000000000000000000000000000000000000000000000
Nas palavras do historiador W. Knorr (Knorr, 2004, p. 87):

Pode-se, por exemplo, reconhecer as dificuldades computacionais na
considera¢do de quantidades como a raiz quadrada de 2; mas a afirmagao

e a demonstragdo de sua irracionalidade € uma questao de ordem totalmente
diferente. De fato, até mesmo chegar ao nivel de definir o que a incomensurabilidade
significa, para ndo mencionar a sondagem das véarias constru¢des para
estabelecer quais delas produzem linhas incomensuraveis, nao € possivel
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sem um controle preciso dos métodos de demonstracao, especialmente
do método de demonstracao indireta, assim como o reconhecimento de
que alguns conceitos muito basicos requerem defini¢des especiais, nada
6bvias.

O método de demonstracdo indireta mencionado nesta citagdao, também chamado de demonstracdo
por contradigdo ou redugdo ao absurdo é, ainda hoje, um dos mais utilizados em matematica.
Teremos oportunidade de analisar este método com cuidado na sec@o[2]do capitulo[3] Mas,

para que vocé tenha, desde ja, uma ideia de como a demonstra¢do por contradicdo funciona,

vamos ilustrd-la com dois exemplos.

Imagine, que sua irma de 10 anos lhe perguntasse porque existem infinitos nimeros.
Uma resposta possivel seria dizer “qual vocé acha que seria o maior nimero?” Se ela
respondesse “um quintilhdo”, vocé poderia responder “um quintilhdo e um também é um
nimero”, que é basicamente uma demonstracao por contradi¢ao da infinidade dos nimeros
naturais. Outra demonstracdo por contradi¢do extremamente simples € a de que ndo existe
um menor nimero racional positivo. Suponhamos que este numero existisse e fosse igual a
¢; como ¢/2 < ¢ também é um niimero racional, temos uma contradi¢@o; provando, assim,

que nio faz sentido supor que hd um menor niimero racional.

A irracionalidade da raiz quadrada de 2, mencionada por Knorr, é o conteido do
Teoremal[2.1|da pagina[55] A demonstragdo que apresentamos 1a € uma versao modernizada
da que aparece na Proposi¢ao 117 do Livro X dos Elementos; embora o consenso atual seja
de que esta demonstragao nao fazia parte da versao original da obra de Euclides. A mesma
demonstracdo é mencionada por Aristoteles nos Analiticos anterioresﬂ

6. O método axiomatico

Embora os Elementos tenham se tornado o livro de geometria por exceléncia; mesmo
no periodo Helenistico, mateméticos como Arquimedes e Apolonio ndo faziam uso sisteméatico
de um esquema tdo rigido quanto o de Euclides na apresentacdo dos seus resultados.
Arquimedes chega mesmo a explicar, em um de seus tratados, os métodos heuristicos que
havia utilizado para obter alguns dos teoremas, que depois provou usando métodos mais
usuais. A histdria, cheia de reviravoltas, do codice que contém este livro de Arquimedes €
contada em Netz, Noel (2008).

Apesar das divergéncias de apresentacdo dos Elementos com a pratica de outros mate-
maticos, o livro de Euclides tornou-se, com o passar do tempo, o local ao qual recorriam
todos que desejavam aprender geometria. Com isso, os Elementos foram traduzidos para
o drabe, por volta do ano 800 e para o latim no século XII; ao passo que a primeira edi¢ao
impressa data de 1482 Wardhaugh| (2021).

Livro 1. 23, 41 a 26-7.
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A primazia dos Elementos como fonte da geometria s6 comecaria a ser ameacada no
século XVII, com a criacdo da geometria analitica por Pierre de Fermat e René Descartes.
Descartes, em particular, tinha uma opinido ndo muito lisonjeira da maneira como 0s
gedmetras gregos apresentavam seus resultados. Na Regra IV de suas Regras para a
Direcdo do Espirito, ele manifesta sua suspeita de que, como os métodos utilizados pelos
matematicos gregos para descobrir seus resultados eram muito “faceis e simples”, eles

preferiram substitui-los por verdades édridas, demonstradas de maneira
dedutiva [...] para que venhamos a nos maravilhar com eles; em vez de
nos ensinar seu método, o que teria destruido nossa admiracao; (Descartes,
1997, p. 15).

Certamente Descartes nio teria tal opinido se tivesse conhecido o tratado de Arquimedes,
mencionado acima, que, entretanto, s6 foi identificado em 1906.

Apesar desta opinido ndo ter sido partilhada por outros matemaéticos, o desenvolvimento
do célculo diferencial e integral esteve de tal modo ligado aos métodos da geometria
analitica que a apresentacdo de novos resultados matemdticos a partir de axiomas, ao
estilo de Euclides, foi muito pouco utilizado nos séculos XVII e XVIII. Contudo, isto
ndo significa que os Elementos tenham sido esquecidos ao longo destes séculos, ja que
continou a ser utilizado, como livro diddtico, em muitos paises.

Na verdade, o desenvolvimento acelerado do cédlculo diferencial e integral nos séculos
XVII e XVIII acabou sendo um dos fatores que contribuiram, ainda que indiretamente,
para o retorno dos métodos axiomaticos. Uma boa maneira de ilustrar isto € considerar o
comportamento de somas infinitas. Algumas destas somas sdo iguais a um nimero, Como
ocorre com

11 1 1
(2) — = —
2 4 8 16
que € igual a 1; ao passo que outras, claramente, produzem valores infinitos, como
3) 1+1+1+---.
Mas, o que dizer sobre
4) 1-1+1-1+41-1+-7

A primeira vista, pode parecer que esta soma deveria ser igual a zero mas, se reagruparmos
os termos na forma
I+(-1+1)+(-1+1)+(-1+1)--+

isto ndo sugere que a soma deveria ser um? Somas que correspondem a um nimero, COmo
é o caso de (2)), sdo chamadas de convergentes, as demais, como (3] e (4), damos o nome
de divergentes. Por dois séculos as somas infinitas foram utilizadas, sem que houvesse a
preocupacdo em determinar se eram convergentes ou divergentes. Finalmente, no século
XIX, varios matematicos se deram conta do problema, o que deu inicio a um movimento
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para tornar mais rigorosos os métodos infinitos que caracterizam o cdalculo diferencial e
integral.

Influenciados pela onda de rigor da época, alguns matematicos se voltaram para o
tratamento da geometria nos Elementos. Como observamos na segdo [5 a apresentagdo
de Euclides deixa muito a desejar do ponto de vista da coeréncia légica. No exemplo
mencionado naquela se¢do, Euclides menciona um ponto “dentro” do circulo, sem nunca
especificar o que isto significa. Dois outros exemplos bem conhecidos, ambos do Livro I,
sdo: a proposi¢do I, onde € usado o fato de que dois circulos cujo raio € igual a distancia
entre seus centros tém que se intersectar e a proposicao IV, em que um tridngulo € deslocado
de modo a coincidir, com outro tridngulo, embora esta operacdo nunca tenha sido definida.

Para melhor indicar como sdo entendidas as apresentagdes axiomadticas modernas, é
interessante comparar dois tratamentos da geometria euclidiana do final do século XIX. O
primeiro destes € devido a Moritz Pasch (1843-1930). Suas Licoes de geometria moderna,
publicadas em 1882, sdao o primeiro livro no qual os vdrios defeitos encontrados nos
Elementos sdo finalmente sanados. Pasch prop0s oito principios (Grundsitz) a partir dos
quais os resultados da geometria plana poderiam ser obtidos. Segundo Pasch

espera-se que estes principios cubram completamente todo o material
empirico a ser tratado de maneira matemaética; (Pasch, 1903, p. 17).

Mas, ele acrescenta,

depois que [estes principios] foram estabelecidos, ndo podemos mais nos
confiar na percepcao sensorial.

O segundo livro que desejamos considerar sdo os Fundamentos da geometria, publicado
por David Hilbert em 1899. Na versdo de Hilbert, a geometria (plana e espacial) se
baseia em 20 axiomas, subdividos em cinco grupos: axiomas de ligacdo, de ordem, de
congruéncia, de paralelismo e de continuidade.

A grande diferenca entre as formulacOes de Hilbert e Pasch esta na interpretacdo dos
axiomas. O ponto de vista de Hilbert € de que ndo importa o que sdo os objetos (pontos,
retas, planos, ...) aos quais os axiomas se referem, mas sim como se relacionam entre si.
Otto Blumenthal, que foi aluno de Hilbert, conta, a este respeito, a seguinte histdria:

numa sala de espera de Berlim, [Hilbert] discutiu com dois gedmetras
(se n3o me engano, A. Schoenflies e E. Kotter) sobre os axiomas da
geometria e deu sua visdo peculiar dizendo: “E preciso sempre que
se possa substituir ‘pontos, retas e planos’ por ‘mesas, cadeiras e latas
de cerveja™. Ja entdo sua atitude era de que o substrato intuitivo dos
conceitos geométricos era matematicamente irrelevante e de que apenas
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sua conexao através dos axiomas devia ser considerada; (Lan, 2005, p.
714).

Ainda em 1899, Hilbert propds um enfoque axiomdtico para o conceito de nimero
€ no ano seguinte, em uma conferéncia que se tornou extremamente famosa, incluiu a
axiomatizacdo da fisica entre os 21 problemas que apresentou aos matemdticos como
desafios para o século que se iniciava. Com o passar dos anos, Hilbert transformaria suas
ideias em um programa sistematico para axiomatizar toda a matemadtica. Entretanto, como
considerava os axiomas de modo puramente formal, e ndo como abstra¢cdes do mundo
natural, Hilbert precisou incluir, como parte de seu programa, a necessidade de provar a
consisténcia dos axiomas; isto €, que ndo conduziriam a demonstra¢do simultinea de um
teorema e de sua negativa.

Uma das areas em que a axiomatizagdo logo fez sentir sua influéncia foi a teoria de
conjuntos. Como veremos no inicio do capitulo[2] muito cedo esta teoria levou a situagdes
absurdas, o que a tornou um tema promissor para um tratamento axiomatico. Em 1908,
Ernst Zermelo (1871-1953), que estudou sob Hilbert, publicou um conjunto de axio-
mas que, na versao aperfeicoada, independemente, por Abraham Fraenkel (1891-1965)
e Thoralf Skolem (1887-1963), é usado até hoje.

Um enfoque ainda mais radical que o de Hilbert foi iniciado por Bertrand Russell
(1872-1979), que almejava reduzir toda a matematica a légica e, com isso, eliminar os
problemas aos quais a teoria de conjuntos havia dado lugar. Com este objetivo Russell
escreveu, em colaboracdo com A. N. Whitehead (1861-1947) o Principia Mathematica,
cujos trés volumes foram publicados entre 1910 e 1913. Famosamente, a demonstracdo de
que 1 + 1 = 2, que reproduzimos abaixo, s6 € feita na pagina 86 do segundo volume:

F.*110632.%101°21-28 >

Fd+.1=E{(y)yel—iyel)
[#54:3] =2. 5 + .Prop

A propésito, o primeiro volume do Principia Mathematica tem 658 paginas. Imediatamente
apos esta demonstracao, 1é-se

[a] proposi¢do acima € ocasionalmente ttil. Ela serd usada pelo menos
trés vezes|.]

Teremos oportunidade de mencionar a obra de Rusell e Whitehead novamente no capitulo
2] quando estudarmos os conectivos 16gicos.

As tentativas de provar a consisténcia de sistemas de axiomas, como o de Hilbert para
a geometria e o de Zermelo para conjuntos, naufragaram em 1931. Depois de provar que
a légica de primeira ordem, cujos principios mais elementares estudaremos nos capitulos
e|3} € consistente, Kurt Godel (1906—1978) mostrou em 1931 que ndo € possivel provar,
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dentro dos limites propostos pelo préprio Hilbert, a consisténcia de nenhum sistema de
axiomas que inclua os nimeros naturais. O impacto dos teoremas de Godel na matemética
e na filosofia foi enorme, o que os tornou extremamente famosos.

Ainda como parte de seu programa de axiomatizacdo da matemaética, Hilbert publicou,
em 1928, o livro Principios de logica matemdtica, escrito com a colaboragdo de seu ex-
aluno Wilhelm Ackermann. Um dos problemas propostos neste livro é o Entscheidungsproblem,
ou problema da decibilidade, que pergunta se existe um algoritmo capaz de determinar se
uma dada férmula 16gica pode ou ndo ser provada, em uma quantidade finita de passos,
usando as regras da logica. Este problema foi solucionado, independentemente, por Alan
Turing (1912-1954) e Alonzo Church (1903-1995) em 1936. O que eles mostraram € que
tal algoritmo ndo pode existir.

O artigo em que Turing mostra que o problema da decibilidade ndo tem solugdo tornou-
se especialmente famoso porque € nele que Turing propds o modelo matemaético de compu-
tabilidade usado hoje em dia. Uma discussao elementar deste modelo pode ser encontrada
em The Universal Computer de Martin Davis Davis| (2000). O mesmo livro apresenta
outros problemas matemadticos que ndo admitem uma solucao algoritmica, entre eles o que
trata da existéncia ou ndo de um algoritmo para resolver qualquer equagdo diofantina, e
que também foi proposto por Hilbert.

7. Olhando adiante

Tendo chegado a este ponto, talvez vocé esteja se perguntando se, apesar do titulo, este
ndo é, simplesmente, mais um livro de geometria. A resposta € ndo. H4 duas razdes pela
qual a geometria euclidiana plana dominou este capitulo introdutoério.

A primeira é histérica. E aos gregos antigos que devemos o enfoque atualmente em
voga na matemadtica e, para eles, um dos principais ramos da matemaética era a geometria.
Por isso, ndo € surpreendente que, ao introduzir os principios da légica, Aristételes tenha
se inspirado no uso que deles faziam os gedmetras de sua época.

A segunda razdo € mais prosaica. Como vocé estudou um pouco de geometria na
escola, a terminolgia e os resultados bésicos da geometria euclidiana ja lhe sdo familiares.
Com isso podiamos menciond-los sem nenhuma introducao prévia, como seria conveniente
em um capitulo inicial como este.

Para vocé ter uma ideia do que esperar deste livro, convém lhe dar uma visdo panoramica
do que estar por vir. Os seis capitulos restantes podem ser agrupados em dois temas
principais. Os trés primeiros tratam de no¢des extremamente bdsicas para o entendimento
da matematica apresentada nos cursos de ciéncia da computacdo, matematica e engenharia.
Ja o capitulo cinco contém um tratamento axiomadtico da geometria plana dos tridngulos,
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que € utilizado, nos dois capitulos finais, para estudar os graficos de algumas funcdes
elementares e as func¢des trigonométricas.

Vejamos de que trata cada um destes capitulos, individualmente. O capitulo 2 é uma
introducdo aos conectivos 16gicos e aos conjuntos e suas operacdes. Nele introduziremos
tabelas verdade e veremos como provar as propriedades das opera¢des com conjuntos
utilizando o que aprendemos sobre 0s conectivos 16gicos.

No capitulo 3 completamos nosso estudo de 16gica discutindo quantificadores e utilizamos
tudo o que aprendemos até ai para analisar, com algum detalhe, os numeros reais. Supondo
conhecidas as propriedades algébricas bdsicas dos numeros reais, € aquelas referentes
a maneira como sdo ordenados, mostramos que é possivel deduzir delas muitas outras
propriedades, entre elas as bem conhecidas regras de sinais.

O quarto capitulo tem como tema as fun¢des. Além de definir fun¢des de maneira
bastante geral, investigamos com cuidado as func¢des inversiveis e a operacao de composi¢ao
de fun¢des. Apesar das fungdes reais serem introduzidas neste capitulo, ndo mencionaremos
seus graficos porque, para isso, precisamos de conhecimentos de geometria que, oficialmente,
sO teremos a partir do capitulo seguinte.

O capitulo cinco € dedicado a uma apresentacdo axiomatica da geometria, baseada
em ndmeros reais. Partindo de cinco axiomas simples, que incluem a possibilidade de
medir segmentos e angulos, provaremos, passo-a-passo, varios dos resultados de geometria
plana que aprendemos na escola. Entre estes: os casos de congruéncia e semelhanca de
triangulos, o fato de que a soma dos angulos internos de um triangulos € igual a 7 radianos
e o teorema de Pitdgoras.

De posse da geometria elementar de triangulos, podemos investigar os graficos de
fungdes no capitulo seis. Além de mostrar que o grifico de uma func¢do linear é uma
reta, analisaremos as propriedades do grifico de uma fun¢do quadritica em muito mais
detalhe do que é normalmente feito na escola.

O dltimo capitulo € uma introducao as func¢des trigonométricas, utilizando os teoremas
sobre congruéncia e semelhanca de tridngulos estudados no capitulo cinco. Na tdltima
secdo deste capitulo mostraremos como as férmulas que expressam o seno € o cosseno de
um angulo em funcdo da tangente da metade do angulo para desenvolver um algoritmo
capaz de provar relagdes trigonométricas.

Como vimos na secao 4, o método cientifico, como proposto por Aristételes, toma
como ponto de partida afirmacdes que deveriam ser suficientemente dbvias para que ninguém
precisasse ser convencido delas. Deste ponto de vista nossa apresentacdo da teoria de
conjuntos € dos numeros reais deixa muito a desejar. O problema com os numeros reais é
que ndo seria muito sensato mostrar, em um livro elementar, como sio construidos a partir
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dos inteiros. Para fazer isto de maneira satisfatoria precisariamos de um livro inteiro;
voltaremos a comentar sobre isto, em mais detalhes, na se¢io E] do capitulo @

A questdo dos conjuntos € ainda mais complicada, porque alguns dos axiomas de
Zermelo-Frankel, que ji foram mencionados na pégina [19] t¢ém um teor extremamente
técnico, porque foram introduzidos para evitar os varios paradoxos dos quais a teoria de
conjuntos sofreu em seu inicio, o primeiro dos quais serd mencionado no inicio do proximo
capitulo.

Contudo, nosso enfoque dedutivo serd bastante sélido, desde que vocé aceite as propriedades
basicas dos conjuntos e dos ntimeros reais, introduzidas, respectivamente, nos capitulos [2]
e[3l Em outras palavras, nosso compromisso consiste em utilizar o contetido destes dois
capitulos para desenvolver uma boa parte da matematica elementar de maneira bastante
criteriosa, ainda que ndo suficientemente formal para satisfazer um matematico.

Exercicios

1. Use o método de recorte e colagem para determinar uma férmula para a drea do
trapézio de altura h, cuja base menor mede b e cuja base maior B.

2. Use a férmula da drea de um tridngulo para provar cada uma das seguintes afirmacoes:

(a) Se ABC' é um triangulo e M € o ponto médio do lado BC', entdo os tridngulos
ABM e AC'M tém a mesma area.

(b) Sejam ABC' e ABD dois tridngulos de mesma base AB. Se os vértices C' e D
destes tridngulos estdo sobre uma mesma reta paralela a base AB, entdo os dois
triangulos tém a mesma 4rea.

(c) Sejam ABC'e ADF dois triangulos cujas bases BC' e D E estdo sobre uma mesma
reta, entao

dgreade ABC  BC

dareade ADE DE’

3. Seja ABC' um triangulo, P um ponto dentro do tridngulo e A’ o ponto em que AP

corta BC'. Entao
areade ABP ~ A'B

dareade ACP A'C’
Dica: use o exercicio [2fc) trés vezes.

4. Prove que a diagonal de um paralelogramo divide-o em dois tridngulos de mesma area.



CAPITULO 2

Conjuntos

Nosso primeiro capitulo trata da teoria de conjuntos, que estuda uma das no¢des mais
basicas da matematica. Como a axiomatizacdo da teoria de conjuntos suscita questdes
bastante técnicas, ndo € conveniente adotd-la em um livro elementar como este. Por
1sto nosso tratamento inicial de conjuntos serd bastante ingénuo. Contudo, uma vez que
as no¢des fundamentais da teoria de conjuntos tenham sido estabelecidas, nosso estudo
tomard um caminho mais rigoroso. Em particular, provaremos, cuidadosamente, as propriedades
béasicas das operacdes com conjunto. Para isto precisaremos introduzir os conectivos
l6gicos e investigar seu comportamento.

1. Conjuntos

Conjunto € a no¢do matemadtica que sistematiza a ideia de uma cole¢cdo de objetos
distintos, chamados de elementos do conjunto. Quando um dado elemento faz parte do
conjunto, dizemos que pertence ao conjunto. Assim, as bolas de gude do seu irmao, os
livros de uma biblioteca, um cardume de peixes e as moléculas de 4gua em uma garrafa
sdo todos exemplos de conjuntos.

E importante observar que o que dissemos acima sobre conjuntos ndo constitui uma
verdadeira defini¢do porque, a bem da verdade, conjunto e cole¢do sdo basicamente sindnimos.
Por isso, em matemadtica, conjunto, elemento e o fato de um elemento pertencer ou nao a
um conjunto sao consideradas no¢des primitivas; isto €, que nao admitem defini¢do. Mas,
como usar algo, se ndo sabemos o que é? A resposta é que, como vimos no capitulo (I}
especificamos os axiomas que estas nogoes satisfazem. Neste livro ndo desenvolveremos a
teoria de conjuntos a partir de seus axiomas, porque isto seria inapropriado em um primeiro
contato com esta teoria. Por isso vamos nos contentar com a no¢ao intuitiva apresentada
no inicio desta sec¢ao.

Antes de prosseguir, precisamos introduzir um pouco da terminologia. Normalmente
denotaremos conjuntos por letras maidsculas e seus elementos por letras mintdsculas. Se
x € um elemento do conjunto S, escrevemos x € S. O simbolo € foi introduzido por
Giuseppe Peano em 1889 e é uma versao estilizada da letra grega e (épsilon). Diremos que
os conjuntos S e S’ sdo iguais se tém exatamente os mesmos elementos; indicamos isto
escrevendo S = 5.

23



24 2. CONJUNTOS

A maneira mais simples de especificar um conjunto consiste em listar seus elementos
entre chaves, por exemplo,
(5) C={1,2,3,5,7,9,12,14}.
Como a tnica relagdo relevante entre um conjunto € um elemento € a pertinéncia, para a
qual € indiferente a ordem em que os elementos sdo listados, temos que

{1,2,3,5,7,9,12,14} = {12,5,7,14,9,2,1,3}.
Da mesma forma, repetir um mesmo elemento entre as chaves nao altera o fato de pertencer
ou nio a um dado conjunto; assim,
{1,2,3,5,7,9,12,14} = {1,1,1,2,3,5,5,5,7,9,9,9,9,9,9,12, 14}.

A segunda maneira de especificar um conjunto, ja utilizada nos exemplos do inicio desta
secdo, consiste em enunciar uma propriedade comum a todos os elementos de um conjunto
e somente a estes elementos. L.ogo veremos mais exemplos, antes,porém, precisamos de
uma definicao.

Quando todos os elementos de um conjunto A também sdo elementos de um conjunto
B, dizemos que A estd contido em B, ou que A é subconjunto de B. Denotamos isto
escrevendo A ¢ B. Em particular, como todos os elementos de B estdo contidos em B,
temos que B c B. Quando o subconjunto A de B nao é igual a B, dizemos que se trata de
um subconjunto proprio de B e escrevemos A ¢ B.

A especificacdo de um conjunto a partir de uma dada propriedade é especialmente util
quando se trata do subconjunto de um conjunto dado. Por exemplo,

(6) S=1{1,3,5,7,9}

¢ o subconjunto do conjunto C, definido em (5)), cujos elementos sdo nimeros {mpares.
Em geral, especificamos o conjunto Y formado pelos elementos = € X que satisfazem uma
dada propriedade P(x) escrevendo

Y={zeX|P(z)}.
Por exemplo, no caso do conjunto .S definido em (6),
P(z) = z é impar;
assim,
S ={zeC|z éimpar}.

Pode acontecer de um mesmo subconjunto poder ser especificado a partir de mais de uma
propriedade diferente; por exemplo,

S={zeC|l<z<9}.

Frequentemente € desejdvel considerar que todos os objetos matemadticos que estamos
considerando em um dado momento sejam elementos de um tnico conjunto. Quando
isto ocorre, dizemos que este € nosso conjunto universo. Assim, nos exemplos dos ultimos
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pardgrafos, o universo era ('; na teoria dos nimeros elementar, o universo € o conjunto 7Z
dos nimeros inteiros; ja na geometria plana, o universo € o conjunto dos pontos do plano.
De agora em diante, admitiremos sempre que os conjuntos com os quais estamos lidando
estdo todos contidos em um dado conjunto universo, que denotaremos sistematicamente
por U. As Unicas excecdes a esta pratica ocorrerdao quando o universo ja tem uma notagao
estabelecida, como € o caso dos conjuntos N, Z, (Q e R.

A especificacao de subconjuntos por meio das propriedades que seus elementos satisfazem
tem um efeito colateral inesperado. Por exemplo, nada nos impede de escrever

V={zxeC|z>20}.

Entretanto, nenhum elemento de C' é maior que 20, portanto ndo hd elementos com os
quais popular V. A mais 6bvia € decretar que hd casos em que uma propriedade, apesar

de fazer sentido, ndo define um subconjunto. O problema com esta solu¢do é que introduz

a necessidade de determinarmos se uma dada propriedade € ou ndo satisfeita por algum
elemento do universo, antes de podermos construir o conjunto. Por isso, a solu¢do efetivamente
adotada em matematica consiste em admitir que um conjunto possa nao ter nenhum elemento;
afinal, uma caixa vazia continua sendo uma caixa. O conjunto sem elementos € conhecido
como conjunto vazio e denotado por @, de modo que

V={zeC|z>20}=2.

Naturalmente, se fossemos escrever o conjunto vazio relacionando seus elementos, teriamos
que escrever & = { }.

Uma propriedade importante do conjunto vazio € que estd contido em qualquer conjunto.
Para entender o porqué disto, lembre-se que, pela definicdo de inclusdo, para que um
conjunto Y ndo esteja contido em outro conjunto X € necessdrio que haja um elemento em
Y que ndo esteja em X. Mas @ ndo tem nenhum elemento que nao esteja contido em X.
Logo, nos vemos obrigados a concluir, por nossa defini¢do, que @ c X, ndo importa qual
seja o conjunto X.

Como quaisquer objetos podem ser reunidos para formar um conjunto, podemos criar
um conjunto cujos elementos também sao conjuntos. Por exemplo, dado um conjunto A,
podemos formar o conjunto P(A), cujos elementos sdo os subconjuntos de A. Quando
A ={1,2,3}, este conjunto serd

P(A) = {2, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
Dizemos que P(A) é o conjunto poténcia, ou conjunto das partes de A. O fato de um
conjunto poder ser elemento de outro conjunto significa que

gc{ao} e oe{o}

sao ambas verdadeiras: a primeira porque, como ja vimos, o conjunto vazio estd contido
em qualquer conjunto; a segunda, porque o dnico elemento do conjunto {@} é o conjunto
vazio. Assim, {@} é como uma caixa que contém apenas uma caixa vazia.
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No inicio de século XX os matemdticos descobriram que ndo faz sentido falar de um
conjunto universo absoluto, que contenha todos 0s conjuntos possiveis como subconjuntos.
Para entender o porqué disto, digamos que um tal conjunto existisse. Denotando-o por (2,
poderiamos definir o subconjunto

R={zxeQ|xé¢x}.

Uma vez tendo definido este conjunto, podemos nos perguntar se R €, ou ndo um elemento
dele proprio. Infelizmente isto nos leva a um beco sem saida. Lembre-se que o que
determina se um dado x € () pertence ou ndo a R é a condi¢do = ¢ x. Logo, R € R s6
poderia ocorrer quando R ¢ R. Por outro lado, se R ¢ R, entdo R satisfaz a condi¢do que
define a si préprio, donde R € R. Em ambos o0s casos obtivemos afirmagdes contraditorias,
de modo que temos um paradoxo. Portanto, para garantir a satide da teoria de conjuntos €
necessario que o conjunto {2 ndo possa ser construido. Detalhes de como isto é feito podem
ser encontrados (Devlin, 1993 pp. 46-50).

O paradoxo do pardgrafo anterior, conhecido como paradoxo de Russell, é parte de
uma histéria um tanto dramatica. Em 1893, o filésofo Gottlob Frege (1848-1925) havia
publicado o primeiro volume do seu livro Leis Bdsicas da Aritmética, no qual propunha
uma maneira de derivar completamente a aritmética a partir de principios 16gicos. Em
1903, quando o manuscrito do segundo volume ja estava pronto para ser enviado a grafica,
Frege recebeu uma carta de Bertrand Russell, na qual Russell explicava que o argumento
acima podia ser derivado de uma das leis bésicas estabelecidas no primeiro volume da
obra de Frege. Isto levou Frege a incluir um apéndice no volume 2 das Leis Bdsicas
da Aritmética onde tenta sanar o problema detectado por Russell. O apéndice comeca,
famosamente, com a seguinte declaracio

[d]ificilmente algo pior pode ocorrer ao escritor de um trabalho cientifico
do que ter as fundagdes do seu edificio abaladas quando o trabalho ja foi
concluido. Uma carta do senhor Bertrand Russell me pds exatamente
nesta posicao quando a impressao deste volume estava sendo concluida.

2. Operacoes com conjuntos

Nesta secdo introduzimos as operagdes elementares de conjuntos e investigamos, de
maneira heuristica, suas propriedades bdsicas. A primeira destas operacdes € a unido. Se
A e B sao subconjuntos de U, definimos sua unido A u B por

AuB={xelU|(xeA) ou (xeB)}.

Em outras palavras, A u B é o conjunto que resulta quando juntamos os elementos de A e
de B em um mesmo conjunto. Por exemplo, no caso em que o universo € o conjunto

N={1,2,3,...}
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dos nimeros naturais, a unido dos subconjuntos
S={1,2,3,4,5,7} e S'={5,6,7,8,9}

serd o conjunto
SusS'={1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Voltando ao caso geral, em que A e B sdo subconjuntos de U, note que, juntar os
elementos de A aos elementos de B, ou os elementos de B aos de A, produz o mesmo
conjunto; isto &,

AuB=BUA,
de modo que a unido de conjuntos € comutativa. Além disso, como & ndo tem elementos,
um conjunto ndo se altera quando € unido ao vazio,

Aug=A.

Portanto, o conjunto vazio € o elemento neutro, as vezes também chamado elemento identidade,
da unido de conjuntos. Uma propriedade semelhante afirma que todo conjunto € idempotente
relativamente a unido; isto €, que

AuA=A,
qualquer que seja o conjunto A c U. No extremo oposto de unir um conjunto com o vazio,
estd uni-lo ao universo. Como todos os elementos de A pertencem a U, obtemos

Aul =U,
propriedade que € conhecida como absor¢do.

Para entender a importincia da préxima propriedade da unido € necessério lembrar que
s6 definimos a unido de dois conjuntos de cada vez. Para unir trés conjuntos, precisamos
comecar unindo dois deles e, entdo, juntar ao resultado, o terceiro conjunto. A associatividade
nos garante que, ndo importa como fizermos isto, sempre obteremos o mesmo resultado.
Mais precisamente, se C' também € subconjunto de U, entdao

Au(Bu(C)=(AuB)uC.

A segunda operacdo de conjuntos que desejamos considerar é a intersecdo de dois
subconjuntos A e B de U, denotada por A n B, e definida por

AnB={zel|(xecA) e (xeB)}.

Note que a tunica diferenca desta defini¢do para a da unido é que a conjuncdo ou da
unido foi trocado por um e. Assim, An B é o conjunto dos elementos que pertencem,
simultaneamente, a A e B. Voltando ao exemplo usado para ilustrar a unio, se

5={1,2,3,4,5,7} e S'={5,6,7,8,9} entdo SnS = {57}

Mesmo que dois conjuntos nao tenham elementos em comum, sua interse¢ao € um conjunto
que, neste caso, serd vazio. Dizemos que dois conjuntos cuja intersecdo € vazia sdao
disjuntos. As propriedades da intersecdo sao semelhantes as da unido, mas @ e U aparecem
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com papéis trocados relativamente ao elemento neutro e absor¢do. Supondo que A, Be C
sejam subconjuntos de U, temos que

AnB=BnA, AnU=A e Ang=0
e também que
An(BnC)=(AnB)nC.

Todas as propriedades que vimos até agora dizem respeito a combinagdo de conjuntos
usando uma unica opera¢io, mas nada nos impede de misturar a unido com a interse¢ao
de conjuntos em uma mesma expressao. Neste caso, as propriedades mais importantes sao
aquelas que nos permitem distribuir, tanto a unido sobre a interse¢ao,

Au(BnC)=(AuB)n(Au(),
quanto a interse¢do sobre a unido,
An(BuC)=(AnB)u(AnC().

A tabela [I| resume todas as propriedades da unido e da interse¢do que vimos acima, com
seus respectivos nomes.

Note que a expressdo A U B n C é ambigua porque ser interpretada como A u (B n C) ou

como (AU B) n C e os resultados destas expressdes podem ser totalmente diferentes. Por
exemplo, quando

A={1}, B={2} e C={1,2}
temos que
Au(BnC)={1} aopassoque (AuB)nC ={1,2}.

Por isso, é necessdrio posicionar os paréntesis corretamente sempre que haja algum risco de ambiguidade
e vocé precisa manter-se alerta para isso ao resolver os exercicios.

Associativa Au(BuC)=(AuB)uC An(BnC)=(AnB)nC
Comutativa AuB=BUA AnB=BnA
Idempotente AuAd=A AnA=A
Elemento neutro Aug=A AnlU=A
Absorcdo Aull=U Ang=0o

Distributiva Au(BnC)=(AuB)n(AuC) An(Bu(C)=(AnB)u(AnC)

TABELA 1. Propriedades da unido e da interse¢io de conjuntos.

A ultima operagdo com conjuntos que consideraremos neste capitulo é o complementar.
Se A € um subconjunto do universo U, entdo seu complementar, denotado por A¢, é o
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conjunto constituido pelos elementos de U que ndo pertencem a A; isto é
A={xel|x ¢ A}.
Por exemplo, quando o universo é
U={1,2,3,4,5,6,7,8,9} e S={5,6,7,89} entdo S°={1,2,3,4}.

Caso o universo seja o conjunto dos inteiros, o complementar do conjunto dos nimeros
pares € o conjunto dos nimeros impares e vice-versa; ja o complementar do conjunto dos
nimeros primos é formado pela unido do conjunto dos nimeros compostos com {-1,0,1},
porque estes trés nimeros nao sdo, nem primos, nem compostos.

Supondo que U € o universo e A e B sdo subconjuntos de U, € facil ver que
(A)°=A, &=U e U =g,
mas € bem mais dificil se convencer de que
(AuB)*=A°nB° e (AnB)*= AU B°.

Estas duas ultimas propriedades, conhecidas como leis de De Morgan, nos dizem que o
complementar de uma unido ndo € a unido, mas sim a intersecdo dos complementares dos
dois conjuntos, ao passo que o complementar da intersecdo € a unido dos complementares.

Ainda que tenhamos discutido, com algum detalhe, as trés operacdes basicas de conjuntos,
as defini¢des que oferecemos ndo sdo suficientes para que sejamos capazes, por exemplo,
de provar suas propriedades. Para isso, precisamos explicitar, de maneira precisa, o comportamento
das conjung¢des utilizadas para definir a unido e a interse¢ao, assim como a negacao usada
na definicdo do complementar.

3. Conectivos logicos

Comecaremos com algumas definicdes bédsicas. Uma proposicdo é uma afirmacao
que podemos determinar, pelo menos em principio, se € verdadeira ou falsa. Assim,
verdadeiro e falso, abreviados como V' e I, sdo os valores verdade que uma proposi¢ao
pode assumir. Por exemplo, estd chovendo € uma proposicdo, independentemente do
fato de estar chovendo agora ou ndo. Se estiver chovendo, a proposi¢do € verdadeira,
caso contrdrio, € falsa; mas, em ambos os casos € uma proposi¢do. Por outro lado, estd
chovendo? e feche a porta! ndo sao proposi¢des, porque nao faz sentido tentar determinar
se sdo verdadeiras ou falsas. Contudo, para que tenhamos uma proposi¢ao nao é necessario
que saibamos atribuir um valor a uma afirmac@o neste momento; existe vida em Marte €
uma proposi¢ao, embora ainda ndo saibamos se é verdadeira ou falsa.

Assim como sentengas curtas podem ser combinadas, usando conjung¢des, para formar
outras mais longas, proposi¢des podem ser combinadas usando conectivos, para formar
proposi¢des mais complexas. Comecaremos nosso estudo dos conectivos por Vv (1é-se “ou’”)
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e A (1e-se “e”), porque € a partir deles que definimos a unido e a interse¢do de conjuntos na
secdo|l} Assim, se A e B s@o subconjuntos de um conjunto universo U, entdo

(7) AuB={zxeU|(zeA)v(zeB)} e AnB={xel|(xecA)r(xeB)}.

A primeira coisa a notar é que, para um dado x € U, podemos, a0 menos em principio,
determinar, tanto se x € A, quanto se x € B, de modo que estas duas sentengas matematicas
sdo proposi¢des, 0 que nos permite conecta-las usando v e A.

Como mencionamos ao final da secao anterior, para que possamos provar, com seguranga,
as propriedades da unido e da intersecdo de conjuntos € necessdrio tornar preciso o uso
dos conectivos v e A, porque as conjungdes correspondentes em portugués sdo usadas
de maneira muito imprecisa. Isto é mais flagrante no caso do “ou”, que pode ser tanto
inclusivo, como quando dizemos “Pedro ou Paulo virdo a festa”, o que ndo exclui que
ambos possam vir; quanto exclusivo, como na frase “vocé tem que escolher entre virar a
pagina ou fechar o livro”, que pressupde que nao podemos executar estas duas acdes ao
mesmo tempo.

Antes de podermos especificar o uso de v e A precisamos de algumas defini¢des.
Diremos que uma proposi¢do € composta se é construida combinando outras proposi¢des
através de conectivos; uma proposi¢do que ndo é composta, ¢ chamada de atémica. Por
exemplo, cheguei em casa e preparei o jantar é a proposicdo composta, porque pode ser
representada na forma P A (), em que P e () s@o as proposicdo atomicas cheguei em casa
€ preparei o jantar, respectivamente.

A maneira como os valores verdade de uma proposi¢ao composta dependem das pro-
posicdes atOmicas que a constituem € explicitada através de uma tabela verdade. Se a
proposicao composta € formada por n proposicdes atdmicas, sua tabela verdade comeca
com n colunas, indexadas pelas proposi¢coes atdmicas, e acaba com uma coluna para a
composta. Neste caso, as primeiras n posi¢des de cada linha serdo preenchidas com V' ou
F', de modo que todas as possiveis combinagdes destes valores aparega na tabela. A coluna
final de uma dada linha contém o valor verdade que a proposi¢do composta assume para
os valores verdade dados nas primeiras n posicdes daquela linha.

Por exemplo, a tabela verdade relativa ao conectivo Vv terd trés colunas, indexadas, por
P, Qe Pv(@,emque os simbolos P e () representam as proposi¢des atdmicas. A terceira
coluna conterd o valor verdade de P v () que resulta da escolha de valores verdades para
P e @ feitas nas duas primeiras posi¢des daquela linha.

Na tabela [2| incluimos colunas especificando tanto os valores de v, quanto os de A.
Como vocé pode constatar, P v () s6 € falso quando ambos, P e (), sdo falsos, o que
corresponde a afirmar que v é o “ou inclusivo”. E importante ressaltar que, em matematica,
0 “ou” é sempre considerado como inclusivo. J4 em computagdo, o “ou” exclusivo ou XOR
€ bastante utilizado. No exercicio|l 8|vocé serd chamado a descrever o ou exclusivo a partir
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P Q PvQ PnAQ
Vv Vv V
vV F V F
FVvV Vv F

F F F F
TABELA 2. Tabelas verdade dos conectivos V e A.

dos demais conectivos. J4 o A ndo apresenta nenhuma surpresa, uma vez que normalmente
esperamos que P A () s seja verdade quando P e () forem ambas verdadeiras.

Assim como a unido e a interse¢cdo sdo operagdes com conjuntos, 0S conectivos Vv e
A sdo operacdes entre proposicoes, j4 que nos permitem combind-las para formar novas
proposi¢oes. Por exemplo, se P, () e R sao proposi¢cdes, € possivel formar

(PvQ)VR, (PvQ)AR e (PAQ)VR,

entre muitas outras combinagdes possiveis. Podemos escrever tabelas verdade para especificar
o comportamento destas proposi¢des a partir dos valores verdade de P, () e R, utilizando
0 que ja sabemos sobre os conectivos v e A. Por exemplo, no caso de (P Vv Q) A R,
precisaremos de trés colunas, uma para cada uma das proposicdes P, () e R. Em seguida,
usamos a tabela referente ao conectivo v para construir a coluna referente a Pv (). Finalmente,
usando os valores verdade de Pv() e R, construimos a coluna correspondente a (PvVQ)AR
usando a tabela verdade para A. O resultado da aplicacao destas etapas € ilustrado na tabela

Bl

P Q@ R PvQ (PVQ)AR
Vv Vv Vv V
VvV F 'V F
vV FV Vv V
V F F V F
F Vv Vv Vv Vv
F 'V F V F
F FV F F
F F F F F

TABELA 3. Tabela verdade de (P v Q) A R.
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Uma vez que estamos considerando v e A como operagdes, podemos nos perguntar que
propriedades satisfazem. Por exemplo, serd que A distribui sobre v, de modo que

(PVQ)AR e (PAR)V(QAR)

tém a mesma tabela verdade? A propoésito, duas proposi¢des P e P, que tém 0s mesmos
valores verdade sdo equivalentes. Indicamos isto escrevendo P, = P,. Portanto, o que
estamos perguntando € se

(8) (PVQ)AR=(PAR)V(QAR).

No caso de proposi¢des construidas usando conectivos, como é o caso de (§)), a equivaléncia
corresponde a dizer que as duas proposi¢des precisam ter os mesmos valores verdade
quaisquer que sejam as escolhas de valores verdade das proposicoes atomicas que as
compoem. Uma maneira de verificar isto consiste em construir as colunas referentes as
duas proposi¢cdes em uma mesma tabela e determinar se sao ou nao iguais. Fizemos isto,
no caso da distributividade de A sobre v, na tabela 4]

P Q@ R PvQ (PvQ)AR PAR QAR (PAR)V(QAR)
VvV VvV V V V V
Vv F 'V F F F F
vV F 'V 'V V V F V
vV F F 'V F F F F
F v Vv Vv V F V V
Vv F VvV F F F F
FFV F F F F F
F F F F F F F F

TABELA 4. Distributividadede A sobre v.

A distributividade de v sobre A, assim como a associatividade e a comutatividade destes
dois conectivos, pode ser facilmente provada de maneira andloga. Antes de listar todas as
propriedades dos conectivos que vimos até agora, precisamos introduzir duas proposi¢des
especiais: T corresponde a proposi¢do que é sempre verdadeira e 1 aquela que é sempre
falsa. As propriedades

LvP=P TVP=T, 1AP=l, e TAP=P,

sdo provadas na tabela verdade [5

O que fizemos até aqui basta para que possamos provar as propriedades da unido e
da intersecao de conjuntos. Mas, para definir formalmente o complementar e provar suas
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P 17 1L 1VvP TVP 1AP TAP
Vv F Vv %4 F Vv
F VvV F F Vv F F

TABELA 5. Elemento neutro e absor¢do para v e A.

propriedades precisamos introduzir a negagdo, denotada por - ou ~, que tem como efeito
trocar o valor verdade de uma proposi¢do de verdadeiro para falso e vice-versa. Uma
consequéncia imediata desta definicdo é que a dupla negativa retorna uma proposi¢ao a
seu valor verdade original; isto é -(-P) = P.

O comportamento da disjun¢do e da conjuncao sob a negacao € determinado pelas leis
de De Morgan:

ﬁ(PVQ)E—uP/\—!Q € —l(P/\Q)E—uPV—!Q.

Provamos, na tabela [f] a primeira destas leis como exemplo de uma tabela verdade que
envolve a negacao.

P Q PvQ -(PvQ) -P -Q -PAr-Q
Vv V F F F F
V F V F F v F
FVv V F vV F F
F F F 1% vV Vv 1%

TABELA 6. Demonstracao da lei de De Morgan.

Outras duas propriedades da negacao,
P\/—|PET eP/\—|PEJ_.

serdo extremamente importantes em demonstracdes de capitulos posteriores. A primeira
destas propriedades € conhecida como principio do meio excluido porque afirma que qualquer
proposicdo € verdadeira ou falsa, sem que haja uma terceira possibilidade, supostamente
um meio caminho entre as duas. Note que estas propriedades sdo consequéncias imediatas
das tabelas verdade de v e A, porque, se uma de duas proposi¢des ligadas por v € verdadeira,

a proposi¢ao resultante é verdadeira; ao passo que, se uma das proposi¢des ligadas pelo

A € falsa, a resultante € falsa. Um sumadrio geral das propriedades dos conectivos que
estudamos neste capitulo pode ser encontrada na tabela Note que, nesta tabela, P, () e
R denotam trés proposi¢Oes quaisquer, sejam elas atomicas ou ndo.
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Propriedade % A

Associativa Pv(QvR)=(PVvQ)VR PA(QAR)=(PAQ)AR
Comutativa PvQ=QvP PAQ=QAP
Idempotente PvP=P PAP=P

Elemento neutro Pvi=P PaT=P

Absorcao PvT=T PA1=1

Meio excluido Pv-P=T PA-P=1

De Morgan ~(PvQ)=-PAr-Q ~(PAQ)=-Pv-Q
Distributiva Pv(QAR)=(PvQ)A(PVR) PA(QVR)=(PAQ)Vv(PAR)

TABELA 7. Propriedades dos conectivos Vv, A € —.

4. Aplicacoes das propriedades dos conectivos

Nesta secdo aplicaremos o que aprendemos na secdo anterior a dois problemas: a
demonstragdo das propriedades da unido e da intersecdo enunciadas na segdo [2] e a ve-
rificacdo das equivaléncias entre proposi¢des formadas a partir dos conectivos v, A € —.

Comecaremos ilustrando o método a ser utilizado provando a associatividade da unido
de conjuntos, segundo a qual, se A, B e C' sdo subconjuntos de um conjunto universo U,
entdo

Au(BuC)=(AuB)uC.
Usando a definicdo de unido como
9) AuB={xelU|(xeA)v(xeDB)},
temos que
Au(BuC)={zelU|(zeA)v(ze(Bul))}.

Por sua vez,

BuC={zelU|(xeB)v(reC)};
de modo que
(10) Au(BuC)={zel|(xecA)v((zeB)v(zel))}.

Definindo
P(z)=(zxeA), Qx)=(reB) e R(z)=(xeC),
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podemos reescrever (I0) na forma
(11) Au(BuC)={zeU|P(z) v (Q(z)Vv R(x))}.

Note, porém, que P(z), Q(z) e R(x) sé sdo proposi¢des para um dado valor de x; caso
contrério, ndo temos como decidir se sdo afirmacdes verdadeiras ou falsas. Um raciocinio
andlogo nos permite escrever

(AuB)uC={zeU|(P(x)vQ(z)) Vv R(z)}.

Mas, por defini¢do, dois conjuntos sdo iguais quando tém os mesmos elementos. Contudo,
x € U s6 serd elemento de Au (B u C) quando P(z) v (Q(z) v R(x)) for verdadeira e
s6 serd elemento de (Au B) u C quando (P(x) v Q(x)) v R(x) for verdadeira. Portanto,
para que os dois conjuntos sejam iguais € necessario que a equivaléncia

P(z) v (Q(x) v R(x)) = (P(z) v Q(x)) v R(x)
seja vélida, ndo importa qual seja o valor escolhido para = € U. Mas isto ja sabemos que é

verdade, porque a associatividade do v garante que a igualdade Pv (QVv R) = (PVvQ)VR
vale, quaisquer que sejam as proposi¢oes P, () e R.

Todas as outras propriedades das operacdes de conjuntos podem ser tratadas da mesma
maneira. Por exemplo, para provar que

(AuB)“=A°nB°
usamos a defini¢do do complementar para escrever o lado esquerdo como
(AuB)={zelU|z¢(AuB)}={zelU|-~(re(AuB))}
e o lado direito como
AnB={zelU|z ¢ A}n{zel|z ¢ B}.
Recorrendo, agora, a defini¢cdo da unido de conjuntos, obtemos
(AuB)={zeU|-((xeA)v(zeB))}.
Por outro lado,
AnBe={zelU|(z¢A)A(x¢B)}={xeclU|-(reA)r-(xeB)}.
Logo, se
P(z)=(zed) e Q(x)=(xeB),
entao,
(AuB)={xelU|-(P(z)vQ(z))} e A°nB°={zeU|-P(x)A-Q(x)}.
Portanto, para que (A u B)¢ = A¢n B¢, basta que
~(P(x) v Q(x)) = -P(z) A -Q(2)

qualquer que seja o x escolhido em U. Como esta igualdade ja foi provada na tabela [6]
podemos concluir que (A u B)¢ = A°n B¢, como desejdvamos mostrar.
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Antes de continuar, convém observar que, embora tenhamos definido, nos argumentos
acima, as proposi¢des que definem a unido e a intersecdo de conjuntos em termos da perti-
néncia aos conjuntos dados, nada nos impede de fazer exatamente o oposto. Suponhamos
que P(x) e Q(x) sdo proposi¢des acerca dos elementos de um conjunto universo U. Se

A={xeU|P(x)} e B={xelU|Q(x)}
entao
AuB={xeU|P(x)vQ(x)} e AnB={xecU|P(x)AQ(x)}.

Portanto, a unido e a interse¢ao de dois conjuntos sao definidas a partir da aplica¢do dos
conectivos V e A as propriedades que os definem.

Na segdo 3] vimos que duas proposigdes sio equivalentes quando admitem os mesmos
valores verdade e que isto pode ser provado usando uma tabela verdade. Contudo, agora
que conhecemos as propriedades basicas dos conectivos v, A e -, podemos usi-las para
provar a equivaléncia de proposi¢cdes de maneira mais direta. Por exemplo, como ja
provamos, na tabela[6] que

(12) —\(P\/Q)Eﬂp/\ﬂQ
podemos usar esta equivaléncia para provar a outra lei de De Morgan; isto €,
-(PAQ)=-PVv-0Q.

A primeira coisa a lembrar é que mostramos que (12)) é valida quaisquer que sejam as
proposicoes P e (). Logo, a equivaléncia tem que continuar valendo se substituirmos P e
() por suas negativas. Fazendo isto, obtemos

~(-PV-Q) = +(=P) A~(-Q).

Aplicando, agora, a dupla negativa, encontramos

-(=Pv-Q)=PnrQ.
Negando os dois lados desta equivaléncia,

~(=(=PVv-Q))=~(PrQ)

e aplicando novamente a dupla negativa

~Pv-Q=-(PnrQ)
que € a equivaléncia que queriamos mostrar.

Para um outro exemplo, um pouco mais elaborado, provaremos que
(PA-R)V((PvQ)A(-QVP))=P

Comecamos usando a comutatividade do v, que nos da

(PA=R)v((PvQ)A(=QVP))=(Pr-R)v((PVQ)r(PV-Q)).
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Aplicando, em seguida, a distributividade de v sobre A para pér P em evidéncia, temos
que

(PA=R)V((PVvQ)A(PV-Q))=(PA=R)V(PV(QAr-Q)).
Mas, Q A ~Q) =1, que € o elemento neutro do v, donde
(PA-R)vV(Pv(QAr-Q))=(PA-R)VvP.
Usando a distributiva de v sobre A e depois a idempoténcia do v, verificamos que
(PA=R)vP=(PvP)A(-RvP)=PA(-RvVP).

Neste ponto procedemos de maneira um pouco menos intuitiva. Como L € o elemento
neutro do v, podemos escrever

PA(=RvP)=(LVvP)A(-RvV P);
que, pela comutativa e distributiva, nos da
(LVvP)A(=Rv P)=Pv(LA-R).

Finalmente, por absorcao,
(LA=R)vP=1VP

que € equivalente a P, pois L é o elemento neutro do V.

5. Implicac¢ao

Nosso préximo conectivo é muito importante, mas mais problemdtico que todos os
anteriores. Importante porque a construcio se P entdo () esta por tras de quase todas as
deduc¢des em matemadtica; problemdtico, porque seu comportamento foi, na Grécia Antiga,
fonte de discussdo e divergéncia e, ainda hoje, causa estranheza a quem o encontra pela
primeira vez.

Escrevendo no segundo século d.C., o filésofo cético Sextus Empiricus relata em seu
tratado Contra os légicos que

todos os dialéticos declaram uma implicagdo [se P entdo ()] como sendo
correta quando seu consequente [()] segue de seu antecedente [ P], mas
sobre, em que circunstancias, € como seguem um do outro eles se desentendem
abertamente. Assim, segundo Filon, a implica¢do nao é verdadeira quando
comeca com algo verdadeiro e se encerra com algo falso. De modo que,
segundo ele, a implicac@o € verdadeira em trés casos e falsa em apenas

llI'IlEI

IContra os 16gicos I1.112-114.
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Em outras palavras, segundo Filon, a implicacdo se P entdo () s6 € falsa quando P ¢
verdadeira e () € falsa. Contudo Diodoro Cronos, que fora professor de Filon, discordava
desta afirmacdo. Segundo ele uma implicacdo s6 poderia ser verdadeira quando o antecedente
nunca possa levar a uma conclusao falsa.

A escolha de Filon para os valores verdade da implicacdo aparece, de maneira implicita,
nos Anteriores analiticos de Aristételes. Um dos exemplos que Aristételes propde € o
seguinte

se um ser humano é uma pedra e uma pedra ¢ um animal entdo um ser
humano é um animal.

Para entender melhor o que estd por trds do exemplo, digamos que H € o conjunto dos
seres humanos, P é o conjunto das pedras e A € o conjunto dos animais. Entdo o exemplo
de Aristételes pode ser reformulado como

(HcP)A(PcA)=— (HcA).

O ponto central é que, a partir de H ¢ P e P c A podemos deduzir corretamente que
H c A, que é uma afirmagdo verdadeira, muito embora H c P e P c A sejam ambas falsas.
Isto sugere que € razodvel admitir que, de uma afirmacao falsa, seja possivel deduzir uma
afirmacao verdadeira.

Ainda que a posicao de Filon tenha acabado por prevalecer, ela s6 se tornou padrdo a
partir dos trabalhos de G. Frege, no final do século XIX, e do Principia Mathematica de B.
Russell e A. N. Whitehead, cujo primeiro volume foi publicado em 1910. Segundo Russel
e Whitehead a implicac@o (Russell, Whitehead, 1910, p. 7)

€ uma funcao proposicional com dois argumentos p € ¢, € € a proposi¢ao
de que ndo-p ou g € verdadeira, isto é, € a proposicao ~ p Vv q. Assim, se
p € verdadeira, entdo ~ p € falsa e, consequentemente, a Unica alternativa
deixada pela proposicdo ~ p v ¢ € que ¢ seja verdadeira. Em outras
palavras, se p e ~ p v ¢ sdo ambas verdadeiras, entdo ¢ € verdadeira.
Neste sentido nos referiremos a proposicdo ~ p v ¢ como p implica q.
A ideia contida nesta fun¢@o proposicional € tdo importante que requer
um simbolismo que, com simplicidade direta, represente a proposicao
como contendo p e ¢, sem a interven¢do direta de ~ p. Mas “implica”
como usado aqui ndo expressa nada além da conexao entre p e ¢ também
expressa pela disjuncdo “nao-p ou q”.

Denotando a implicagdao por ==, podemos dizer que, segundo Filon, Frege, Russell e
Whitehead,

(13) (P=Q)=-PVvQ,

2Analiticos anteriores 53b27
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P Q P=Q
Vv 1%
V F F
F Vv %
F F \%

TABELA 8. Tabela verdade de P —> ().

cuja tabela verdade é dada na tabela

Antes de prosseguir, faremos um exemplo em que provamos a equivaléncia de duas
proposi¢des que envolvem a implicagdo. Uma tautologia € uma proposi¢cao que € sempre
verdade, quaisquer que sejam os valores verdade de suas proposicdes atdmicas. Em outras
palavras, uma tautologia é um proposi¢ao equivalente a T. Nosso objetivo € provar

(PAQ) = R) = (P = (@ = R))

¢ uma tautologia, usando as propriedades dos conectivos. Comecamos substituindo a
implicacao por sua definicao em termos de - e v. Fazendo isto verificamos que a proposi¢ao
dada € equivalente a

-(=(PAQ)VR)VvV(-PV(-QVR)).
Aplicando a lei de De Morgan a parcela da esquerda, obtemos

-((-=Pv-Q)VvR)v(-Pv(-QvVR)).
Mas, pela propriedade associativa, a parcela da direita é equivalente a

~((-Pv-Q)vR)V((-PVv-Q)VvR).
Finalmente, o resultado segue pelo principio do meio excluido.

A defini¢do de P = () como - P v () nos permite determinar facilmente sua negativa,
pois, pelas leis de De Morgan e a dupla negativa,

~-(P=Q)=-(-PvQ)=PAr-Q;
donde
-(P=0Q)=Pnr-Q.
Portanto, ao contrario do que poderia lhe parecer a primeira vista, a negacdo de uma
implicagcdo ndo é obtida invertendo o sentido da seta. Isto pode ser constatado na tabela

verdade, comparando a terceira e quarta colunas na tabela [9] da pagina A proposito,
a implicagdo () == P ¢é a reciproca de P == (); ao passo que -() == -P é sua
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contrapositiva. Esta dltima tem uma propriedade extremamente importante. Para obté-la
aplicamos a defini¢ao (I3)), que nos da

donde, pela dupla negativa e comutatividade do v,

Portanto,

(-Q = -P) = (P = Q).
Do ponto de vista prético isto significa que tanto faz provar uma implicagdo ou sua contrapositiva,
porque ambas t€m exatamente os mesmos valores verdade. Teremos muitas oportunidades
de aplicar a contrapositiva quando comecarmos nosso estudo de fungdes, no préximo
capitulo; mas é conveniente analisar um exemplo simples aqui, até porque ilustra vérias
das no¢des mencionadas nesta secao.

Seja n um nimero inteiro par. Por defini¢ao, isto significa que podemos escrevé-lo na
forma n = 2¢, em que ¢ € o quociente da divisao de n por 2. Elevando ao quadrado os dois
lados desta ultima equagdo, obtemos

n? = (2q)* = 4q°.

Podemos, assim, concluir que

(14) (n é par) = (n? é par).

Serd que a reciproca desta afirmacdo também € verdadeira? Isto €, serd que
(15) (n? é par) = (n é par)

também vale? A primeira coisa a observar € que inverter o argumento usado para provar
ndo vai funcionar. Se tentdssemos fazer isto, terfamos que comegar supondo que n?
¢ par. Em outras palavras, dividindo n? por 2 terfamos resto nulo, o que nos permitiria
escrever n? = 2s, para algum inteiro positivo s. Até este ponto o argumento funciona: mas
como sair de n? = 2s para uma equacéo que envolve apenas n elevado a primeira poténcia?
A resposta, naturalemente, é que basta extrair a raiz quadrada dos dois lados de n? = 2s. O
problema € que, ao fazer isto, obtemos

n=v2-/s.

O argumento empaca neste ponto, porque nio sabemos nem se /2 é inteiro (ndo é!), nem
se /s € inteiro; o que ndo nos permite concluir nada sobre a paridade de n. A solugdo é
langar mao da contrapositiva de (15]), que é

~(n é par) = —(n? é par).

Como um numero inteiro que nao € par tem que ser impar, podemos reformular isto na
forma

(16) (n é fmpar) = (n? é impar).
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Mas, se n € impar, ao dividi-lo por 2 obtemos resto 1. Denotando por ¢ o quociente desta
divisdo, isto nos permite escrever

n=2q+1.
Elevando os dois lados ao quadrado e arrumando a equacao resultante,
n?=(2¢+1)*=4¢°> +4q+1=2(2¢> +2q) + 1.

Portanto, quando n é impar o resto da divisdo de n? por 2 é igual a 1, 0 que mostra que n?
também é impar. Com isto, provamos que (I6) é verdadeira. Como uma proposicdo tem o
mesmo valor que sua contrapositiva, isto também mostra que se o quadrado de um nimero
inteiro € par entdo o ndmero tem que ser par. Formularemos isto como um teorema para
que possamos usa-lo no futuro.

TEOREMA 5.1. Seja n um niimero inteiro. Entdo, n é par se, e somente se, n? é par.

Matematicos e fildsofos costumam identificar os papéis de P e () na implicacdo P =—
(@ em termos de condicdes suficientes e condicdes necessarias. Como basta que P seja
verdadeira, para que () também seja, dizemos que P é uma condicdo suficiente para que ()
seja verdadeira. Por outro lado, () é uma condicdo necessdria para que P ocorra, porque
() sempre estd sempre presente quando P é verdadeira. Infelizmente, na linguagem do
dia-a-dia a diferencga entre o que € suficiente e o que € necessdrio € muito pouco clara, o
que tende a criar uma certa confusdo. Os seguintes exemplos talvez ajudem um pouco a
esclarecer a diferenca entre os dois termos:

€ necessdrio que haja nuvens para que possa chover, porque sempre
que chove as nuvens estdo presentes, mas ndo € suficiente, porque nem
sempre chove em um dia nublado.

Por outro lado,

€ suficiente que eu tenha uma caneta para que possa escrever, mas nao ¢
necessdrio, porque posso escrever com um lapis.

Assim como V e A, a implicacdo pode ser interpretada em termos de conjuntos. Se A e
B sdo conjuntos, entdo,

(re A)= (z € B)
nos diz que todo elemento que estd em A, também estd em B, o que, por defini¢do, equivale
a afirmar que A ¢ B. Como A = B ocorre exatamente quando A c B e B c A, podemos
definir a igualdade de conjuntos pela proposi¢ao
((re A== (e B))A((x e B)= (x € A)).

Na verdade,
(P=Q)r(@==P)
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ocorre com tanta frequéncia que tem um simbolo préprio, sendo denotado por <=, que
representa a fusdo de uma seta apontando para a direita com uma seta apontando para a
esquerda. Quando P <= () dizemos que P vale se, e somente se, () vale. A tabela verdade
para <= pode ser obtida, facilmente, a partir das tabelas para == e A, como ilustrado na
tabela[9] Como seria de esperar P <= () s6 ¢ verdadeira quando ambos P e () tém os
mesmos valores verdade.

P Q P—Q Q—P (P=Q)A(Q=—P)
Vv Vv Vv Vv
V F F \% F
v \% F F
F F Vv Vv Vv

TABELA 9. Tabela verdade de P <= Q = (P = Q) A (Q = P).

A primeira vista pode parecer que P = () é um conectivo secunddrio, porque pode
ser expresso a partir de - e v. Contudo, as leis de De Morgan também nos permitem
expressar A em termos de — e Vv, pois

PAQ=~(~PV-Q)
e v em funcdo de - e A, jd que
PVQEﬁ(ﬁP/\—!Q).

Assim, qualquer proposi¢do pode ser escrita usando apenas v € — ou apenas A € -. Por
exemplo, usando a equivaléncia (13]), podemos escrever

(P=Q) v (Pr(-Q= R))
na forma
(-PVv@Q)Vv(PA(-QVR))
que, pelas leis de De Morgan equivale a

~((PA-Q) A=(PA=(QA-R))).

Antes que voc€ comece a achar que, embora Vv e A sejam intercambidveis, a negacao €, de
alguma forma, um conectivo fundamental. Note que, segundo a tabela[I0]

-P=(P=1).

Portanto, quais conectivos voc€ deseja tomar como fundamentais €, em grande parte, uma
questao de conveniéncia.
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P I P=—1
vV F F

F F V
TABELA 10. Tabela verdade de P — 1.

Exercicios

1. Quais das seguintes sentencas descrevem um conjunto?
(a) Numeros dos CPFs de cada brasileiro;
(b) palavras do diciondrio, enumeradas em ordem alfabética;
(c) nimeros inteiros que sao simultaneamente pares e impares.

2. Quais das afirmacdes abaixo sdo verdadeiras e quais sao falsas?
(a) 234 é um elemento do conjunto das placas de carros do Brasil;
(b) [a,e,i,0,u] é o conjunto das vogais;

(c) a pertence ao conjunto das vogais;

d) {a,a,e,c,b,b} ={a,e,c,b};

(e) {c} pertence ao conjunto das consoantes;
(f) @ € subconjunto do conjunto das vogais;
() @e{};

(h) @€ {z};

() @ c{az}.

3. Quais dos seguintes conjuntos sdo diferentes: @, {0}, {@}? Justifique sua resposta.

4. Dados dois subconjuntos A ¢ B de um conjunto universo U, se a € A e b € B, definimos

(a,0) = {{a},{a,b}}.

Prove, usando a defini¢do acima e a definicdo de igualdade de conjuntos, que (a,b) =
(¢, d) s6 pode ocorrer quando a = ce b = d.

5. Sejam A e B dois subconjuntos de um conjunto U, ambos diferentes de @ e U. Prove
ou dé um exemplo para o qual a proposicao & falsa:
(a) quaisquer que sejam os subconjuntos X e Y de U, se AuX = AuY,entio X =Y,
(b) qualquer que seja o subconjunto X c U, se X n A= X n B, entdo A = B.

6. Sejam P, e P, as proposi¢oes dirigi acima de 100 Km/h e fui multado, respectivamente.
Escreva as seguintes afirmacdes como expressoes nas proposi¢oes P e P», usando os
COnectivos v, A € —:

(a) nao fui multado;

(b) apesar de dirigir acima de 100 Km/h, ndo fui multado;
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(c) nao dirigi acima de 100 Km/h mas acabei sendo multado.

. Quais das seguintes sentengas sdo proposi¢oes?

(a) 2> 3;

(b) Espera por mim.

(c) Isaac Newton nasceu em Grantham.

(d) Uma curva s6 tem tangente em um ponto p se seu gradiente em p nao for nulo.
(e) O enunciado desta questao € uma proposi¢ao.

. Sejam P e () proposicdes. A equivaléncia

(Pv)A(QvT)=P

€ valida?

. Nas sentencas abaixo, identifique as proposi¢cdes atomicas, numere-as na forma Py, P, . ..

e escrever a sentenca dada como combinagao de suas proposi¢des atdmicas com conectivos:
(a) Quando duas retas se cortam, os angulos opostos pelo vértice sdo iguais.

(b) Um tridngulo tem seus trés lados iguais se, € somente se, tem seus trés angulos
internos iguais.

(c) Dois triangulos de mesma base e altura, t€ém as mesmas dreas.

Use o método de tabela verdade para provar as seguintes equivaléncias:

(a) (PP= P)AP)=— P,=T (D)(PLAPy) = Py= P = (P, = P3).

11.

12.

13.

14.

Usando tabela-verdade, mostre que
(a) se A é um subconjunto do conjunto vazio entdao A = @.
(b) (ANB)c(AuB).

Usando as propriedades dos conectivos, mostre que:
(RvP)A(-PVR))v(RA-Q)=R

Indique em cada passo qual propriedade foi usada.

Use as propriedades dos conectivos para provar as equivaléncias abaixo. Vocé deve
indicar qual a propriedade utilizada em cada etapa de sua demonstracao.

(a) P<—=Q=(PArQ)Vv(-PAr-Q);
) (PA-R)v ((PvQ)A(-Qv P))=P.

Considere a proposi¢ao P — (Q = R).

(a) Reescreva esta proposicao usando apenas 0s conectivos -, A € V.

(b) Expresse a negativa da proposi¢do dada usando apenas P, @), Re - P, - e - R.

(c) Expresse a contrapositiva da proposi¢ao dada usando apenas de P, (), Re =P, =()
e -R.
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Lembre-se que uma tautologia € um proposi¢ao equivalente a T. Prove que as expressoes
-(=Pv(P=0Q))—-Q ¢ (Pv-(QArR))v(Q=— R)

sdo ambas tautologias, usando:
(a) uma tabela verdade;
(b) as propriedades dos conectivos.

Sejam P, e P, proposicdes. Use o método de tabela verdade para determinar quais das
seguintes equivaléncias sdo verdadeiras.

(a)(ﬂP1VP2)/\P2EP1; (b)(—\P1VP2)/\P15P2.

Sejam P, P» e P5 proposi¢des. Use as propriedades dos conectivos para provar as
equivaléncias abaixo. Voce deve indicar qual a propriedade utilizada em cada etapa de
sua demonstragao.

(@) =(PLV(=PLAPy))=-PA-Py;

(b) —\(P1VP2)VP3E(—|P1VP3)/\(—\P2VP3);

Descreva a tabela verdade do “ou exclusivo”, também conhecido como XOR, e denotado
por @, e use-a para provar que se P, () e R sdo proposi¢des, entdo

(a) PeQ=Qe P,

(b) Pe(QoR)=(PoQ)e® R,

(c) Pe 1= P;

(d PeP=1.

Sejam A e B subconjuntos de U. Mostre que se A c B, entdo B¢ c Ac.

Se A e B sao subconjuntos de um universo U, definimos sua diferenca,
ANB={zelU|(xeA)A(z¢B)}.

Sabendo-se que C' também € um subconjunto de U, prove as seguintes propriedades da
diferenca de conjuntos:

(a) AN B=An B¢

(b) AN(BuC)=(ANB)n(A\C);

(c) AN(BnC)=(ANB)u(A~C);

(d) AN@=A;

(e) o\ A=g;

) AN(BNC)=(AnC)u (AN B).

21. A diferenga simétrica dos subconjuntos A e B de um conjunto U é o conjunto

AAB = (A~ B)u (B~ A)

(a) Mostre que
AAB={zeU|(zecA) @ (zeB)}
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(b) Mostre que a diferencga simétrica € associativa e comutativa.

(c) Determine o elemento neutro da diferenca simétrica.

(d) Mostre que AAA = @.

(e) Determine o subconjunto X de U que satisfaz a igualdade AAX = B.

Dica: use a associatividade do @ ao provar que a diferenca simétrica é associativa.



CAPITULO 3

Numeros reais

Neste capitulo comecamos a aplicar o que aprendemos sobre 16gica a demonstracdo de
resultados matematicos. Nas duas primeiras se¢des trataremos do processo de deducdo de
maneira mais ou menos geral; nas secdes seguintes aplicaremos o que aprendemos para
provar alguns resultados sobre nimeros reais que serdo utilizados nos trés capitulos finais.

1. Quantificadores

Os conceitos de ldgica que aprendemos até aqui nos permitem expressar simbolicamente
muitas proposi¢des matemadticas ou nao, mas nao € claro como deveriamos utiliza-los
para expressar muitas outras. Suponhamos, por exemplo, que nosso universo U seja um
suconjunto de N. A primeira vista, ndo é claro que seja possivel usar -, V e A para expressar
as seguintes proposi¢des como:

Al: todos os niimeros em U sdo menores que 10;
A2: ha um ndmero par no conjunto U.

Naturalmente, o problema estd nas palavras como hd e todos. Embora nunca tenham
aparecido em nenhuma das proposi¢des que modelamos até aqui, tais palavras ocorrem
frequentemente em matemaética.

Como primeiro passo para expressar estas proposi¢coes, introduzimos duas as seguintes
propriedades, referentes aos elementos do conjunto U:

Pi(x) =2 <10;
Py(z) =z épar.

Com isso, podemos reformular as proposi¢des acima como

Al: todos os x € U satisfazem P, (x);
A2: existem x € U que satisfazem P, ().

Tivemos o cuidado de nos referir a P;(x) e P»(z) como propriedades, porque nenhuma
das duas € uma proposi¢do. De fato, a ndo ser que escolhamos x como sendo um elemento

47
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especifico de U, ndo temos como determinar se estas propriedades sdo verdadeiras ou
falsas..

Comecaremos tratando do caso, radicalmente simples, no qual
U={1,2}.

Neste caso, A1 sera verdadeira exatamente quando P; (1) e P;(2) forem ambas verdadeiras.
A solucgdo, naturalmente, estd em escrever

Pi(1) A Pi(2).

A primeira vista, A2 representa um problema mais complicado. Contudo, analisando-a
mais de perto, verificamos que s6 pode haver um nimero par em U se 1 for par ou se 2 for
par; o que equivale a escrever

Pg(l) \% P2(2)

No final das contas, a solu¢@o acabou sendo simples, mas pode lhe parecer extremamente
suspeita, porque escolhemos um universo com apenas dois elementos. O que fariamos para
escrever as mesmas proposigoes se

U=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}?

Como A s6 € verdadeira se cada uma das proposi¢des que conecta sdo verdadeiras, teriamos
que expressar Al na forma

Pi(L)AP(2)API(B)AP(4)APL(B)APL(6)APL(T)APL(8)APL(9) A P(10) A P(12).
Analogamente, A2 pode ser escrita na forma
Py(1)v Py(2) v Py(3) v Pa(4) v Pa(5) v Pa(6) v Po(T) v Pa(8) v Po(9) v P (10) v P2(12),

pois basta que uma das proposicdes ligadas por v seja verdadeira para que a proposi¢ao
resultante também o seja.

Embora as expressdes de Al e A2 tenham-se tornado inconvenientes quando U tem
doze elementos, ndo hd nenhum obstaculo conceitual que nos impeca de escrevé-las mesmo
que o universo tenha mil ou, até mesmo, infinitos elementos. Contudo, neste casos, seria
necessdario recorrer a abreviagdes. Por exemplo, no caso em que U = N, as mesmas
proposicdes seriam escritas como

/\ Pl(l') (] \/ PQ(CL‘)

zeN zeN

Esta € notagdo € adotada em alguns livros, como (Grzegorczyk, 1974, pp. 118-119), mas
tem alguns incovenientes.

Além de ser utilizada em poucos livros, ela esconde o significado real das proposi¢des.
Por exemplo, para ler
V Py ()

zeN
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como existe um natural que satisfaz P»(x), vocé precisa decodificar um ou como significando
existe, que nao é algo que fazemos naturalmente.

Por causa disto, foram inventados simbolos especiais para denotar existe e para todo. O
primeiro a aparecer foi 3, introduzido pelo matemético em 1897 pelo matemadtico G. Peano.
O E maitsculo invertido foi escolhido por lembrar a palavra italiana esiste (portugués
existe). Por sua vez, o A maitsculo invertido, usado para denotar para todo, foi inventado
por G. K. E. Gentzen em 1935 por lembrar o alemao alle (inglés all). Usando esta notagao,
escreveremos

Ve eN, (P (z)) emvezde A Pi(x)
zeN

e também

JreN,(Py(z)) emvezde \{\],(PQ(m)).

Apesar da mudanga na notagdo ser muito pequena, a facilidade em interpretar o significado
das proposicdes € considerdvel

Os operadores 3 e V sdo conhecidos como guantificadores porque porque especificam
a quantidade de elementos de um conjunto U que t€ém uma certa propriedade. Contudo, a
maneira como um quantificador “especifica a quantidade de elementos” € bastante vaga:
ele apenas indica se ha algum elemento do conjunto que satisfaz uma propriedade, ou se
isto vale para todos os elementos do conjunto; o primeiro € chamado de guantificador
existencial e o segundo de quantificador universal.

E hora de resumir o que fizemos até aqui, em termos da notagdo que acabamos de
introduzir. Sejam U o conjunto que fard o papel de universo e P(z) é uma propriedade que
se aplica aos elementos x € U. Escreveremos

(17) Vo ell, (P(x)),
para indicar que P(z) é verdadeiro para todos os elementos = € U e
(18) Jze X, (P(x)),

para indicar que existe, pelo menos, um elemento = € U para o qual P(z) é verdadeira.
Ainda precisamos investigar como determinar a negativa de uma proposi¢ao que envolve
um quantificador. Antes, porém, ilustraremos o uso de quantificadores através de algumas
proposi¢des menos ingénuas que as que investigamos até aqui.

Como nosso primeiro exemplo, considere a proposi¢do a unido de conjuntos admite
um elemento neutro. Neste enunciado, admite faz o papel de existe, de modo que podemos
reformular a proposi¢do na forma existe um elemento neutro para a unido de conjuntos.
Tendo identificado o quantificador a ser usado, sabemos que a proposi¢ao devera seguir o
modelo em (I8). O préximo passo consiste em identificar o conjunto universo. Como se
trata de uma operacao entre conjuntos, os elementos de U terdo que ser conjuntos. Por isso,
escolheremos nosso universo como sendo P(X'), o conjunto das partes de um conjunto X.
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Com isso, a proposi¢do que queremos modelar afirma que existe um subconjunto especial
de X que funciona como elemento neutro da unido de conjuntos.

Em seguida, precisamos determinar a proposi¢do P(X ) que estd sob o quantificador.
Denotando por V' o conjunto que fard o papel de elemento neutro, P(X) afirmard que a
igualdade

AuV =A,

¢ valida, qualquer que seja o subconjunto A de X. Com isso, nos vemos as voltas com a
necessidade de usar um segundo quantificador, uma vez que a maneira como formulamos
P(X) faz surgir a palavra qualquer, indicando a necessidade de usar o quantificador
universal. Seguindo o modelo em (I7), e levando em conta que A € subconjunto de X,
a proposi¢do P(X) terd a forma

VAeP(X),(AuV =A).

Juntando isto ao que haviamos feito no pardgrafo anterior, nossa traducao de a unido de
conjuntos admite um elemento neutro seré

(19) FVeP(X),(VAeP(X),(AuV = A)).

Naturalmente sabemos que V' = @, mas ndo seria conveniente adotar esta notagdo direta-
mente na formulago acima. Afinal, o conjunto vazio é um conjunto especifico de P(X) e
ja sabemos que ele existe; terfamos, apenas, que verificar que A U @& = A, para sabar que é
o elemento neutro da unido. Mas isto ndo requer nenhum quantificador existencial, apenas
um quantificador universal.

Um detalhe importante no uso de quantificadores € que é fundamental considerar a
ordem em que eles aparecem na proposi¢do. Assim, (19) afirma que existe um elemento
V e P(X) com a propriedade de que AuV = A é vilido para qualquer A € P(X). Porém,
se invertermos a ordem dos quantificadores, obtemos

(20) VAeP(X),(3V e P(X), (AU = A)).

A diferenca € que, em principio esta segunda formulacdo ndo especifica que o mesmo V'
tem que satisfazer AUV = A para qualquer A € P(X). Assim, escolher V' = A é compativel

com (20), mas nio com (19).

Outro exemplo interessante diz respeito a afirmacao de que a unido de dois subconjuntos
de P(X) também é um subconjunto de P(X'). Da maneira como enunciamos esta proposicao,
nao ha nenhum quantificador a vista. Mas, naturalmente, o que estd sendo dito é que a
afirmacao € valida quaisquer que sejam os subconjuntos de X que escolhermos. Assim, o
que esta proposi¢do afirma deve ser traduzido como

1) VAeP(X),(VBeP(X),(AuBeP(X))).
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Para facilitar a interpretacdo das proposi¢des em que um mesmo quantificador € aplicado a
mais de uma varidvel de um mesmo conjunto, vamos escrevé-lo apenas uma vez, de modo
que

(VA,BeP(X)),(AuBeP(X))
¢ uma abreviacdo para (2I)). Fica por sua conta escrever as demais propriedades das
operacoes de conjuntos, seguindo 0 mesmo modelo.

Vejamos um exemplo mais elaborado. O quinto postulado de Euclides, que ja encontramos
no capitulo[I] afirma que

para toda reta r e todo ponto p, fora de r, existe uma reta r’, paralela a r,
que contém p.

Para escrever esta proposicao usando quantificadores € precisamos introduzir alguns simbolos
adicionais. Chamaremos de P e IL os conjuntos dos pontos e das retas do plano. Denotanto
por r || 7’ o fato de r ser paralela a 7', o quinto postulado pode ser escrito na forma

(22) VreL, (VpeP,(p¢r=— (Ir' eL,((per’)a(r' | 1))))).

Veremos muitos outros exemplos deste género quando estudarmos nimeros reais nas secoes
3] e [ deste capitulo. Como toda técnica, formular uma proposi¢do usando quantificadores
requer pratica. Voc€ encontrard varios exercicios ao final deste capitulo que lhe ajudardo a
obté-la.

Encerraremos o capitulo investigando como proceder para negar uma proposi¢ao em
que aparecem quantificadores. Lembre-se que o conectivo — se caracteriza por inverter
o valor verdade de uma proposicdo. Assim, nosso ponto de partida deve ser a pergunta:
sob que condigdes Vz € X, (P(x)) é falsa? Por exemplo, se B é um conjunto de bolas
coloridas e A(x) representa a sentenca « € azul, entdo Vx € B, (A(z)) equivale a dizer que
todas as bolas do conjunto B sdo azuis. Portanto, basta que haja, em B, uma bola que nio
seja azul, para que Y € B, A(x) seja falsa. Logo,

-VreB, A(x) =z e B, (-A(x)).

Reciprocamente, se ndo existe uma bola azul em B isto ocorre porque todas as bolas de B
nao sdo azuis ou, como seria mais natural dizer em portugués, nenhuma bola de B ¢é azul.
Em simbolos,

-dz e B, A(z) =Vre B, (-A(x)).
Em geral, se U é um conjunto e P(x) é uma proposi¢do relativa aos elementos de U,
teremos que

(23) ﬂ(V.ﬁIqu,P(l’)) EEl:L"Gu,(—‘P(:E))
para a negativa do quantificador universal e
(24) ﬂ(EIxeu,P(x))EVxeu,(ﬂP(x)),

para a negativa do quantificador existencial.
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Optamos por identificar as negativas dos quantificadores partindo de exemplos concretos,
mas poderfamos ter feito o mesmo usando as defini¢des dos quantificadores V e 3 em
termos dos conectivos A € V. Assim, cOmo

Veel,(P(z)) = \(P(x)),

zell
podemos usar a lei de Morgan, obtendo

~(Vz elU, (P(z))) =\ -P(x).

zell
Mas, esta ultima expressao também pode ser traduzida por

Jx e U, (P(x)),

o que nos leva de volta a (23). Analogamente,

~(Fz e U, (P(2))) =~V P(x).

zell
que, pela lei de de Morgan, é o mesmo que

N\ -P(z) =Vxel, (P(x)),

zell
de modo que chegamos a (24) por outro caminho.

Aplicando a negativa de 3 ao exemplo do inicio desta se¢ao, vemos que
-(AVeP(X),(VAeP(X),(AuV = A)))
pode ser escrita como
VVeP(X),-(VAeP(X),(AuV = A)).
Usando, agora, a negativa do V, obtemos
VV eP(X),(FAeP(X),-(AuV = A)).
Esta proposi¢do, que também podemos escrever como
VVeP(X),(3AeP(X),(AuV + A)),
¢ a negativa desejada. Outro exemplo simples é
-(VAeP(X)(VBeP(X),(AuBeP(X)))).
Negando o primeiro V, encontramos
FJAeP(X),~(VBeP(X),(AuBeP(X)))
e, negando o segundo,
JAeP(X),(3BeP(X),-(AuBeP(X))),
que € equivalente a
FJAeP(X),(IBeP(X),(AuB¢P(X))).

O quinto postulado de Euclides oferece um exemplo mais elaborado e mais interessante.
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Como vimos na secdo [5] do capitulo [T} existem geometrias que ndo obedecem, ndo a
proposicdo que modelamos em (22)), mas a sua negativa. Para identificar exatamente o
que isto significa, aplicaremos o que aprendemos sobre a negativa dos quantificadores para
determinar

(VreL,(VpeP,(pé¢r=— (I eL,((per)a(r" || 7)))))).
Usando (23)) uma vez,
drel,-(VpeP,(p¢r= 3r' eL,((per)a(r" || 7)))))
€ mais uma
Jrel,(IpeP,~(p¢r= (' eL,((per’)an(r']1))))).
Traduzindo a implicagdo em termos de v e —,
Jrel,(ApeP,~(=(per)v(3r el ((per)a(r' ] 1))))).
Usando as leis de De Morgan e a dupla negacao,
Jrel,(IpeP,((p¢r)An-=3r e, ((per)an (" || 7)))))-
Finalmente, por e De Morgan,
drel,BpeP,((pér)n(Vr'el, (=(per’) v-(r"17)))));
que podemos reescrever na forma
drel,(FpeP, ((per)n(Vr e, ((per’) = -(r"117)))));

Portanto, em geometria ndo euclidiana,

existem uma reta r € um ponto p ¢ r, de maneira que qualquer reta r’ que
contém p ndo € paralela a r.

Em nosso estudo de geometria, no capitulo[5] encontraremos uma versao do quinto postulado,
mais forte do que a que modelamos (22)).

2. O jogo dedutivo

Como vimos na se¢do [ do capitulo[I] a primeira tentativa de sistematizar as regras do
raciocinio humano foi feita por Aristételes (384—322 a.C.) nos Analiticos anteriores, obra
que se inicia com o seguinte paragrafo,

[c]lomecamos dizendo de que trata nossa investigacdo, que € sobre a de-
monstragdo e o conhecimento demonstrativo. Em seguida, determinaremos
0 que s3o uma premissa, um termo e um silogismo.
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Um pouco mais adiante, Aristételes define a premissa como uma ‘“‘sentenca em que se
afirma ou nega algo sobre alguma coisa”, o termo como “aquilo em que uma premissa
pode ser analisada, como sujeito e predicado” e o silogismo como “uma forma de discurso
em que, algo sendo afirmado, algo diferente do que foi dito segue-se necessariamente da
afirmacao feita anteriormente”. O exemplo de silogismo que se tornou padrao é:

todos os homens sdo mortais,
Sécrates € um homem,

logo Sécrates € mortal.

Denotando por U o conjunto de todos os seres, reais ou imagindrios, por H o conjunto
dos homens e por M o conjunto daqueles seres que sao mortais, podemos reescrever o
silogismo na forma

(Ve elU,(x e H=x € M)) A (Sbcrates € H)) = Sbcrates € M.

Para Aristételes, o silogismo € o instrumento por exceléncia do pensamento dedutivo e
teremos muitas oportunidades de utilizd-lo ao longo deste livro. Apesar de sua inegdvel
importancia, os silogismos nao sdo suficientes, nem mesmo para expressar completamente
os detalhes de uma demonstragdo dos Elementos de Euclides.

Um dos métodos de demonstracdo discutidos por Aristételes € o que ele chama de
demonstragdo indireta, mais conhecido hoje em dia como redugdo ao absurdo ou demons-
tracdo por contradi¢do. De acordo com Aristételes,ﬂ

todos que fazem uma demonstracdo por absurdo provam uma conclusio
falsa usando silogismos, mostrando a afirmacdo original a partir das
hipéteses, quando algo impossivel resulta da afirmagdo oposta.

Para entender o que Aristételes quis dizer, suponhamos que Hy, ..., Hy s@o certas hipoteses,
a partir das quais queremos provar uma proposicdo P. Em outras palavras, queremos
mostrar que

(Hl/\"'/\Hk):P

¢ uma proposi¢do verdadeira. O método de demonstragdo por contradi¢cdo consiste em
provar que

(HyA-+-ANHpA=P)=>1;

isto €, adicionando a negativa - P da conclusdo as hipéteses, almejamos obter uma contradic¢ao.
Como consequéncia da tabela verdade da implicacao, isto s6 pode ocorrer quando

(HyA---ANHgA=P)=1.

! Analiticos nteriores 41a 24-27
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Contudo, como estamos supondo que as hipdteses H, ..., Hj sdo verdadeiras, a tabela
verdade do A, nos permite, entdo, concluir que - P € falsa. Mas, pelo principio do meio
excluido,

Pv-P=T;

o que significa que P tem que ser verdadeira.

As demonstracdes por contradi¢do s@o mais naturais do que a andlise acima pode lhe
fazer crer. Um exemplo mais satisfatério, € muito mais importante, é a demonstragao,
jé mencionada na secdo [5| do capitulo [I} de que o lado e a diagonal de um quadrado sdo
incomensuraveis. Em outras palavras, ndo existe nenhuma unidade de medida relativamente
a qual o lado e a diagonal do quadrado tem comprimentos inteiros. Supondo que o
quadrado tem lado igual a 1, temos pelo Teorema de Pitdgoras, que sua diagonal terd
comprimento igual a v/2. Portanto, o que precisamos mostrar se reduz ao contetido do
seguinte teorema.

TEOREMA 2.1. O miimero \/2 ndo é uma fracdo.

DEMONSTRACAO. Suponhamos, por contradi¢do, que v/2 seja um ndmero racional.
Por defini¢do, isto significa que existem inteiros m e n # 0, tais que
NG m
=
Eliminando os termos comuns entre o numerador e o denominador, podemos supor que m
e n ndo sdo numeros ambos pares. Elevando os dois lados da equacao anterior ao quadrado
e multiplicando a equagéo resultante por n2, obtemos

(25) 2n? = m?2.

Mas, pelo teorema[S.1]da pagina[#1] isto s6 pode ocorrer se m for par. Logo, existe algum
inteiro k£ de modo que m = 2k. Substituindo em (25]),

2n? = (2k)? = 4k>.
Dividindo os dois lados por 2, obtemos
n? = 2k>.
Logo, usando novamente o teorema5. 1] podemos afirmar que n tem que ser par, contrariando

nossa afirmacéo de que m e n ndo podem ser ambos pares. Portanto, v/2 nio pode ser uma
fracdo, logo € um ndmero irracional. 0

Esta demonstracdo é mencionada, pela primeira vez, nos Analiticos anteriores de Aris-
tételes, onde ele afirma que o lado e a diagonal de um quadrado ndo sdo comensurdveis
porque um niimero natural ndo pode ser, simultaneamente, par e impar. Tendo lido a
demonstracdo, vocé reconhecerd que o comentario de Aristoteles, apesar de extremamente
enigmaético, vai direto ao ponto crucial da demonstragdo. Ao longo deste livro teremos
oportunidades de estudar muitas demonstragdes por contradicdo, a comecar pela se¢dao
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Nosso ponto de partida serdo, mais uma vez, as obras de Aristételes sobre logica.
Nos Analiticos posterioresﬂ Aristételes define o que poderiamos chamar de conhecimento
cientifico da seguinte maneira

consideramos que conhecemos de maneira absoluta [ou cientifica], e ndo
a maneira acidental dos sofistas, quando consideramos que conhecemos
a causa do fato, que aquela € de fato sua causa, e que nao é possivel que
fosse de outra maneira.

Os sofistas, mencionados neste texto, eram professores itinerantes que se propunham a
ensinar um pouco de tudo, preparando os filhos das familias ricas para a vida publica
nas cidades gregas. O compromisso de muitos sofistas com o treinamento para o0 sucesso
publico, em detrimento da verdade, deu a toda a categoria uma fama ruim, refletida em
portugués na palavra sofisma, que significa um “argumento concebido a fim de produzir
uma ilusdo de verdade”.

O ponto central da defini¢ao de Aristételes € que o conhecimento cientifico de um fato
requer que conhecamos sua causa. Para os gregos, o exemplo por exceléncia de conhe-
cimento cientifico era a matematica. Nao € a toa que a propria palavra matemaética seja
derivada do verbo grego que significa aprender, estudar. A sistematizacdo da geometria,
que ja havia comecado no tempo de Aristoteles, transformou-a em uma ciéncia dedutiva,
de modo que um resultado matematico s6 poderia ser aceito quando provado a partir
de outros, suas premissas, que desempenham, em matemadtica, 0 mesmo papel que as
causas nas ciéncias fisicas. Nos Posteriores anall’ticosﬂ Aristoteles esclarece que essas
premissas devem ser verdadeiras, primdrias e imediatas, além de melhor conhecidas do
que a conclusdo a que queremos chegar. Em outras palavras, para que o conhecimento de
um fato possa ser considerado cientifico, é necessdrio que possa ser provado a partir de
premissas mais bem conhecidas que o fato que queremos afirmar.

Tomando por base o que aprendemos com Aristételes, podemos formular o método
axiomadtico como um jogo. As regras deste jogo sdo dadas pelo comportamento dos
conectivos légicos e pelo uso correto dos quantificadores. Quando vocé comega o jogo,
os Unicos fatos que conhece sdo os axiomas e tudo o que provar tem que tomd-los como
ponto de partida. Mas cada novo teorema que prova prové um novo fato, a partir do qual
pode provar novos resultados. Forma-se, assim, uma rede interligada que, partindo dos
axiomas, avanca cada vez mais longe.

Parte do problema de por este programa em pratica reside na dificuldade em se certificar
que apenas os axiomas, e resultados ja provados a partir deles, estdo sendo usados nas
demonstracdes. Em outras palavras, em ter certeza que ndo estamos violando nenhuma das
regras do jogo. Naturalmente o risco € tanto maior, quanto mais familiar € o assunto, como

171609
311171620
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€ o caso da geometria e das propriedades basicas dos ndimeros reais, que consideraremos
nas proximas secoes.

Quando vocé I& sobre um resultado, mas ndo sabe prova-lo a partir dos axiomas, esta
na mesma situacdo de uma pessoa que foi levada, de olhos vendados, de um ponto co-
nhecido da cidade, a outro onde nunca esteve. Se for abandonado 14, estard perdido, sem
saber o caminho de volta. Ja alguém que 1€ a demonstragdo de um dado resultado, e sabe
como relaciona-lo a outros, que ja lhe eram conhecidos (e, portanto, em ultima andlise, aos
axiomas) é como alguém que chega, de olhos abertos, a um determinado local da cidade
que ainda ndo conhecia, de modo que sabe retornar com seguranga ao ponto de partida.

Resumindo, as regras do jogo dedutivo sdo as seguintes:

1. oponto de partida sdo os axiomas, ou outras propriedades tomadas como fundamentais;

2. as dedugdes devem utilizar os conectivos légicos e os quantificadores, e respeitar
suas propriedades;

3. os Unicos fatos admissiveis em um argumento sdo os axiomas (ou outras propriedades
fundamentais) mencionados acima, ou fatos que ja foram corretamente provados
a partir deles.

Nas proximas se¢des utilizaremos o jogo dedutivo para analisar as propriedades dos nimeros
reais. Vocé verd, entdo, que muitas das propriedades que aprendeu sobre estes nimeros,
introduzidas como fatos isolados, sdo, na verdade, parte de uma densa rede de fatos interligados
que tém sua origem em alguns poucos axiomas.

3. Os nimeros reais: algebra

Nas se¢des anteriores apresentamos, sucintamente, o jogo dedutivo, que €, por exceléncia,
o método de exposicdo empregado na matemdtica desde o inicio do século XX. Nesta
secdo comegaremos a usa-lo para investigar os nimeros reais de maneira mais ou menos
sistemdtica. Tomaremos como axiomas algumas das propriedades fundamentais destes
numeros. Contudo, nossa apresentacdo deixa bastante a desejar no que diz respeito aos
critérios estabelecidos por Aristételes para identificar bons axiomas. Discutiremos esta
questdo em mais detalhe na se¢éo[3]

AXIOMAS ALGEBRICOS. O conjunto R, dos niimero reais, admite duas operacaes,
denotadas por + (adicdo) e - (multiplicacdo), que satisfazem os seguintes axiomas, que
valem quaisquer que sejam os niimeros reais a, b e c:

Para simplificar a notagdo, frequentemente escreveremos ab em vez de a - b, para denotar a
multiplicagdo entre a e b.
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Axioma

Associatividade Va,beR,(a+(b+c)=(a+b)+c) Va,beR,(a-(b-c)=(a-b)-c)
Comutatividade Va,beR,(a+b=b+a) Va,beR,(a-b=b-a)
Elemento neutro F0eR,(VaeR,(a+0=a)) J1eR,(VaeR, (a-1=a))
Simétrico VaeR, (I-aeR,(a+ (-a)=0))

Inverso Vae R~ {0},(JateR, (a-at=1))

Distributiva Va,beR (a-(b+c)=a-b+a-c)

Vamos comegar mostrando que o conjunto dos numeros reais nao pode ter mais do
que um elemento neutro para a adi¢do. Para isso, imagine que duas pessoas diferentes
encontraram numeros reais 0 e 0’ como elementos neutros da adi¢do em R. Como estamos
supondo que 0 € um elemento neutro para a adi¢do, teremos, necessariamente, que

0+0=0"
Porém, como a adi¢ao é comutativa,
0'+0=0+0"

Contudo, estamos supondo que 0’ também € um elemento neutro para a adicao em R, de
modo que

0+0"=0.

Logo, 0" = 0, confirmando nossa afirmacdo original de que s6 pode haver um elemento
neutro para a adi¢cao de nimeros reais. Um argumento andlogo mostra que a multiplicagdo
de nimeros reais s6 pode ter um elemento neutro.

Tendo provado a unicidade dos elementos neutros da adi¢do e multiplicagdo de nimeros
reais, precisamos, em seguida, mostrar que cada nimero real tem um tinico simétrico. Para
provar isto, digamos que duas pessoas diferentes encontraram a; € a; como simétricos de
um dado numero real a. Pela definicdo de simétrico,

a+a1=0 e a+ay=0.
Assim,
a;=a;+0=a; + (a+ay).
Logo, pela comutatividade e associatividade da adicao,

a;=(a+ay)+az=0+as=as

0 que mostra que ambos encontramos os mesmos simétricos. Em particular, como a e
—(—a) sdo ambos simétricos de —a, podemos afirmar que se a € R, entdo

(26) ~(-a)=a
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Assim como o simétrico, o inverso de cada nimero real ndo nulo também € tinico e satisfaz
(aV) 1t =a.

Vejamos, para comegar, o que acontece quando multiplicamos um nimero real por
zero, porque esta € uma das propriedades mais simples que nao foi listada acima. Seja
a € R. Como as propriedades fundamentais ndo nos dizem qual deveria ser o valor de a - 0,
vamos denoté-lo por z. Por outro lado, como 0 € o elemento neutro da soma, temos que

0+0=0.
Multiplicando os dois lados desta igualdade por a, obtemos
a-(0+0)=a-0=z.
Contudo, pela propriedade distributiva,
a-(0+0)=a-0+a-0=2z+z.
Combinando estas duas ultimas equagdes, encontramos
Z2+2z=2z.

Como z é um nudmero real, ele tem um simétrico —z. Somando —z aos dois lados desta
equagao, obtemos
—z+(z2+2)=-z+2z
donde, pela associatividade da adi¢do,
(—z+2)+z=-2+2z;
Mas, pela comutatividade e defini¢do de —z, sabemos que —z + z = 0, donde

0+2z=0.

Finalmente, a comutatividade e o fato de 0 ser o elemento neutro da adi¢ao nos dao z = 0.
Como z = a - 0, mostramos que

(27) a-0=0.

Note que a reciproca desta propriedade também € verdadeira; isto €, se ab = 0, entdo a = 0
ou b = 0. De fato, se b = 0, entdo ab = 0 por (27)); por outro lado, se b # 0, entdo,
multiplicando ab = 0 por b~! encontramos

(ab)bt =0-b7"1

Aplicando a comutatividade da multiplicacdo e ao lado direito desta igualdade, temos
que

(ab)b™! = 0;
de modo que, pela associatividade da multiplicagdo nos dao

a(bb™') =0.
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Como bb~! = 1, que é o elemento neutro da multiplica¢do, obtemos a = 0. Podemos resumir
tudo o que fizemos neste pardgrafo na seguinte equivaléncia

(28) Va,beR,((a-b=0) < ((a=0) Vv (b=0))).

A propriedade que acabamos de provar, pode ser usada para provar outras. Por exemplo,
como 1+ (-1) =0, a equag@o nos da
O=a-(1+(-1)=a-1+a-(-1)=a+a-(-1).
Porém, somando —a aos dois lados desta equagdo, encontramos
(29) —a=a-(-1).

Mostramos, com isso, que multiplicar um nimero real qualquer pelo simétrico de 1 produz
o simétrico deste nimero. Em particular, quando a = —1, obtemos

~(-1) = (-1) - (~1).
Logo, pela equacido (26),
(30) (-1)-(-1)=1,
explicando, assim, o porqué da regra de sinais usual. Outra consequéncia de (29), que
precisamos mencionar, é que
(31) VaeR, (a#0= -a%0).
Provaremos isto apelando para a contrapositiva da afirmagdo acima, segundo a qual
VaeR, ((-a=0) = (a=0)).

Por (29) e (26)),

a=(-1)-(-a),
de modo que, por (28),

a=(-1)-(-a) = (-1)-0=0,

provando, assim, (31) através de sua contrapositiva.

Do ponto de vista da aritmética que aprendemos na escola, duas operacgdes ficaram de
fora de nossa investigacdao dos niimeros reais: a subtracdo e a divisdo. Isto ocorre porque,
no enfoque desenvolvido a partir do final do século XIX, nenhuma das duas € uma operagao
fundamental. Assim, a subtracdo a — b nada mais € que a soma de a com o simétrico de
b; ao passo que, quando b # 0, a divisdo a/b é igual ao produto de a pelo inverso de b.
Apesar disto, hd uma propriedade da divisdo que vale a pena explicitar. Para isso, digamos
que ay, as, by, by s@o nlimeros reais e que b, e by sdo ambos ndo nulos. A propriedade que
queremos provar afirma que

(32) al/b1 = a2/52
se, € somente se,
(llbg = agbl.
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Suponhamos, para comegar, que (32) seja verdadeira. Pela defini¢do de divisdo dada acima,
isto equivale a
ay bil = (12651 .
Mas, multiplicando os dois lados por b, b,, obtemos
(arb1") (bab2) = (a2b3")(bibs).

Pela propriedade associativa, isto nos da

al(bilbl)bg = a2(b51(b1b2)).
Usando, agora associatividade e comutatividade, encontramos

ay(biby )by = ag (b1 (baby"));
donde,

(a1 . ].)bg = ag(bl . 1)
Finalmente, como 1 € o elemento neutro da multiplicagdo,
Cllbg = CLle.

Como enunciamos o resultado a ser provado como uma equivaléncia entre duas férmulas,
ainda precisamos provar a reciproca da direcdo que acabamos de fazer. Nao faremos isto
simplesmente porque, neste caso, para provar a reciproca basta ler a demonstracdo acima
de tras-para-frente, ja que cada um dos passos € facilmente revertido.

Passando, agora, aos produtos notdveis, vejamos como obté-los a partir dos axiomas
algébricos. Distribuindo o niimero real a + b sobre a soma de a e b, obtemos

(a+b)*=(a+b)-(a+b)=(a+b)a+ (a+b)b.

Usando, entdo, a comutatividade da multiplicacdo e distribuindo, em seguida, a € b em
cada parcela sobre a soma a + b,

(a+b)*=a®+ba+ab+ b

A comutatividade da multiplicag¢do nos d4, entdo,

(33) (a+b)?=a®+2ab+ b,
que € a férmula usual. Para obter
(34) (a—b)?=a*-2ab+ b

basta substituir b por —b na férmula anterior. Outra férmula muito util resulta quando
subtraimos (34)) de (33)), obtendo

(35) 4ab = (a+b)* - (a-b)>.

Do ponto de vista geométrico, a equagdo (35)) pode ser interpretada como expressando a
area de um retangulo de lados a e b como a diferencga de dois quadrados. Como se trata de
uma afirmacao sobre dreas de quadrados e retangulos, podemos ilustrd-la como na figura
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A/ . o C/
A 5
A//

O B// B 'B/

FIGURA 1. Um retangulo como diferenca de quadrados

Para facilitar a discussdo da figura, chamaremos de gnémon (nao confundir com gnémo!)
a figura em forma de L maidsculo, formada pela justaposi¢ao de dois retangulos perpendiculares
entre si. A terminologia remonta a Grécia Antiga, onde palavra originalmente designava o
esquadro de marceneiro, que tem a mesma forma.

Voltando a figura[I] digamos que os segmentos OA e OB tém comprimento a, a0 passo
que
AA',AA", BB' e BB"

t&ém comprimento igual a b. Portanto, o quadrado O A’C"’ B’ tem drea igual a

(a+0b)?
e o quadrado branco tem &rea

(a-b)%
A diferenca entre estas duas dreas corresponde a dois gndmons. O gndmon menor, que
aparece hachurado na figura, é formado por um retangulo horizontal, cujos lados tém

comprimento a e b, e um retdngulo menor, vertical, cujos lados tém comprimentos a — b e
b. Portanto, a drea deste gndmon € igual a

ab+ (a—-b)b =2ab - b*.

Ja os retangulos que formam o gndmon maior, pintado de cinza na figura, tém lados iguais
aa+be b, no caso do retangulo horizontal, e a e b, no caso do tridngulo vertical. Logo, a
drea do gndmon maior sera

(a+b)b+ab=2ab+ 1>

Somando as dreas dos dois gndmons, obtemos
(2ab - b*) + (2ab + b*) = 4ab,
como afirma a equagio
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FIGURA 2. Completando quadrados

O produto notédvel (33) pode ser usado para provar a férmula usual para a solugéo de
uma equagao do segundo grau. Para isto, suponhamos que a equacao €

ar’ +br+c=0,

em que a # 0, b e ¢ s3o nimeros reais. Admitindo que z exista e seja um nimero real,
podemos aplicar a equagdo acima as propriedades algébricas que aprendemos. A ideia é
rearrumar os termos de modo que seja possivel resolver a equacdo apenas extraindo uma
raiz quadrada.

Comecamos reescrevendo esta equagdo na forma

(36) 2+ lei o0,

a a
Em seguida, utilizaremos o método de completar quadrados, cujo passo-a-passo € ilustrado
na figura2] Nela o quadrado ABCD tem lado x e o retdngulo EF'GH tem base igual a
x e altura igual a b/a. Como as dreas destes dois quadrildteros sdo iguais a x2 e bx/a,
respectivamente, a drea total dos dois €

? +bx/a
Em seguida dividimos £'F'GH em dois retdngulos de altura b/2a e colamos um deles

abaixo do quadrado e o outro do seu lado direito. Podemos indicar isto algebricamente
escrevendo

(37) 22 +bxfa =12+ 2£x.
2a
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A figura obtida nesta etapa s6 ndo é um quadrado de lado x + b/2a, por falta do pequeno
quadrado de lado b/2a que aparece tracejado na figura. Portanto,

2 2
x2+2£x:(x+i) —(i) .
2a 2a 2a

Substituindo isto em (36)), obtemos
b\* (b
(38) (:L‘+—) —(—) +S2,

que equivale a
(r5:) -(52) -
z+—| =(—] - -.
2a 2a a
Reescrevendo o lado direito sobre um mesmo denominador
(:1:'+ b )2 _ b*-dac
2a)  4a2
Extraindo, agora, a raiz quadrada dos dois lados,

b b2 —4dac
T+ —=%\/ :
2a 4a?

b b2 —4dac
—— [ —.
2a 4a?

donde

(39) T =

Simplificando, obtemos

b+ Vb? - 4ac

- 2a ’

que € a férmula usual para a solucio da equacdo quadrética.

(40) x

4. Os numeros reais: ordem

As duas ultimas propriedades dos nimeros reais de que precisamos dizem respeito a
existéncia de um subconjunto P de R, que ndo contém o 0 e cujos elementos satisfazem as
propriedades listadas na tabela[l]

Axioma
Tricotomia VaeR,((aeP)v(a=0)Vv (-acP));
Fechamento Va,beR,((ae€P)A(beP) = (a+beP) A (abeP)).

TABELA 1. Propriedades da ordenacdo dos nimeros reais
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Outra propriedade relevante, mas que podemos deduzir destas duas, nos diz que um
nimero e seu simétrico ndo podem, ambos, pertencer a [P. Provaremos isto usando o
método de redugdo ao absurdo, introduzido na se¢do[2] Suponhamos, por contradigdo, que
a e —a pertencam a P. Pela positividade da adicdo, teriamos que

a+(-a)el.

Contudo, a+ (—a) = 0, que ndo é um elemento de P. A contradi¢do a que chegamos mostra
que a suposi¢do de que a € —a sdo ambos elementos de [P ndo € vidvel, como haviamos
afirmado. Como, por hipétese, a € P, podemos concluir que —a ¢ P e vice-versa.

O que fizemos ja basta para que sejamos capazes de mostrar que o quadrado de qualquer
nimero real ndo nulo pertence a P. Se a € P, isto é consequéncia do fechamento. Por outro
lado, se a ¢ P ndo for igual a zero, entdao —a € P pela tricotomia; donde

1) (—a)? e P.
Contudo, por (29),
(a)? = (=a)- (=a) = ((-1)-a) - ((-1) - a).

Mas, utilizando a comutatividade e a associatividade da multiplicagcdo, podemos reescrever

isto na forma
((-1)-a)-((-1)-a) = ((-1)-(-1)) - (a-a);
que, por (30), nos da
(-a)*=(-a)-(-a) =1-(a-a) = a®
Portanto, por (1),

a’ = (-a)? e P,
como queriamos mostrar. Em particular, isto garante que
1=1%¢P,

0 que nos permite, também, afirmar que [P ndo pode ser vazio.

Provavelmente vocé ja se deu conta de que P corresponde ao conjunto dos nimeros
reais positivos e deve estar se perguntando o porqué de considerar o conjunto P, em vez da
relacdo >, com a qual ja estd habituado. A resposta € que, como nossa meta consiste em
provar as propriedades da desigualdade a partir da tricotomia e do fechamento, € preferivel
usar uma notagdo diferente da usual para evitarmos cair no problema, apontado na sec¢ao
2] de introduzir, sem nos darmos conta, propriedades das desigualdades que nos sao muito
familiares, mas que ainda nao foram provadas, violando assim as regras do jogo dedutivo.

Contudo, como as préximas propriedades sao mais faceis de enunciar usando a relacdo
>, passaremos a utiliza-la a partir deste ponto. Assim, de agora em diante, se a,b € R,
escreveremos a > b para indicar que a — b € P. Em particular, como 0 € o elemento neutro
da soma,
VaeR, (a>0 <= acP).
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Suponhamos que a,b,c € R. Se b > a e ¢ > b, temos, por defini¢do, que

b—aelP e c-belP;
donde, por fechamento,

(b—a)+(c-b)eP.
Como

(b-a)+(c-b)=c—a,

podemos concluir que ¢ — a € P; isto €, que ¢ > a. Provamos, assim, a transitividade da
relacdo >, segundo a qual

Va,b,ce R, ((b>a)A(c>b) = (c>a)).

Em particular, se b > 0 e a < 0, isto nos dd a < b, mostrando que todo nimero negativo é
menor que qualquer niimero positivo. Por outro lado, da equagio (29), obtemos

(a+c)=(b+c)=(a+c)+(-b-c)=(a-b),
0 que nos permite concluir que
Va,b,ceR, (a>b== (a+c)>(b+c)).

Para deduzir a afirmacgao andloga relativa a multiplicagdo, suponhamos que a > b e que
c > (. Neste caso, por fechamento,

(a=b)e>0;
donde, por (29) e pela distributiva,
ac—bec> 0,
que equivale a dizer que
ac > be.

Em particular, quando —c > 0, esta desigualdade nos da,
a(-c) > b(-c).

Logo, por (29),

—ac > —bc;
de modo que

bc—ac> 0.
Denotando —« > 0 por « < 0, como usual, podemos resumir o que dizendo que, quaisquer
que sejam os numeros reais a, b € ¢,

42) 0 s ac>bc quando c > 0;
ac <bc quando c<O0.
Antes de prosseguir, precisamos de mais uma defini¢do. Dados a, b € R, escreveremos

a>b<= (a=b)Vv(a>b)
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e uma defini¢do andloga se aplica a a < b. Com isto, podemos deduzir de (42)) que
(43) Va,be R, (((a<0)A(b<0))v((a=20)A(b20)) = ab>0),

a0 passo que

(44) Va,be R, (((a>0)A(b<0))v((a<0)A(b>0)) = ab<0).

As contrapositivas destas duas propriedades sdo muito tuteis. Mostraremos como obter a
contrapositiva de (43)) porque precisaremos dela abaixo, a outra ficard como exercicio para
vocé. Por defini¢do, temos que a contrapositiva de (43)) é

Va,be R, (ab< 0= ~(((a<0)A(b<0))Vv((a>0)A(b>0)))).
Aplicando a lei de De Morgan, a conclusdo, vemos que € igual a
((a>0)v(b>0))A((a<0)v(b<0));
donde, pela distributividade dos conectivos V € A,
((a>0)A(a<0))v((a>0)A(b<0))Vv((b>0)A(a<0))v((b>0)A(b<0)).

Contudo,
(a>0)A(a<0)=(b>0)A(b<0) =L,

que € o elemento neutro do conectivo v. Levando isto em conta, a contrapositiva desejada
é

(45) Va,be R, (ab< 0= ((a<0)A(b>0)) v ((a>0)A(b<0))).

A tabela[2]resume as principais propriedades que provamos nesta segio e na anterior.

Propriedade

Absor¢ao 0-a=0

Multiplicagdo por -1 (-1)-a=-a

Produtos notdveis (axb)?=a?+b2+2abea’-b>=(a+b)(a-b)
Positividade do 1 1>0

Sinal do simétrico (a>0) = (-a<0)
Transitividade (b>a)a(c>b) = (c>a)

Produto por ndimero positivo (a>b)A(c>0) = ac>bc

Produto por nimero negativo (a>b)A(c<0) = ac<bc
Multiplicac@o cruzada ((bd #0) A (ajb=c/d)) = ad = cb

TABELA 2. Sumdrio das propriedades dos ndimeros reais
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As propriedades de ordem nos ajudam a entender de que forma as raizes da equagdo
do segundo grau

ar’ +br+c=0,
dependem dos valores de a, b e c. O nimero

A =b?-4ac

€ o discriminante da equacdo e desempenhard um papel muito importante em secdes
posteriores. Como a, b, ¢ € R, o mesmo vale para A. Por tricotomia ha trés casos a analisar.
Se A < 0, a raiz quadrada nao é um nimero real, de modo que ax? + bz + ¢ = 0 ndo tem
raizes reais. Se A = 0, a equagdo tem apenas —b/2a como raiz, ao passo que se A > 0, a
equacdo tem duas raizes reais, uma para cada escolha de sinal na férmula (40).

Também podemos usar desigualdades para construir os subconjuntos de R que mais
aparecem em aplicacdes, os intervalos. Se a < b sdo nlimeros reais, escrevemos

[a,b] ={zeR|a<z<b} e (a,b)={reR|a<z<b};

note que sao usados parénteses quando a desigualdade € estrita (<); caso contrdrio usamos
colchetes. Colchetes e parénteses podem ser combinados em um mesmo intervalo; assim,

[a,0) ={xeR|a<x<b} e (a,b]={reR|a<z<b}.

Quando uma das extremidades que delimitam o intervalo est4 contida no intervalo, dizemos
que ele € fechado nesta extremidade, caso contrario dizemos que é aberto naquela extremidade.
Por exemplo, (1,2] é aberto em 1 e fechado em 2, ao passo que [2,3] é fechado em 2 e
fechado em 3. O intervalo € aberto quando suas duas extremidades sdo abertas e fechado

se ambas sdo fechadas; assim (1,2) é aberto e [2,3] é fechado. Quando ilustramos um
intervalo, a extremidade aberta € identificada por um ponto vazado e a extremidade fechada
por um ponto cheio, como exemplificado na figura 3]

FIGURA 3. O intervalo (-1,2].

O ultimo resultado desta secdo € uma desigualdade extremamente util mas, para enuncié-
la precisamos de uma defini¢do: o valor absoluto, também chamado de mddulo, de um
nidmero real a é o nimero real

abs(a) = |a| = {

+a se a>0
-a se a<0;

Nossa meta é provar a desigualdade triangular, segundo a qual, se a, b € R, entdao

(46) la+0b| < la| + b
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Antes, porém, precisamos mostrar que
(47) lab| > ab.

Quando ab > 0 temos, por definicdo do valor absoluto, que |ab| = ab; de modo que (@7) é
valida neste caso. Por outro lado, se ab < 0, entdo por (45)) temos que

((a<0)A(b>0))v((a>0)A(b<0)).
Se a <0eb> 0, entdo, multiplicando |a| > a por b e usando (@2)), obtemos
lalb > ab.
Mas, b > 0 implica que |b| = b. Combinando isto a desigualdade anterior, encontramos
|lal|b] = |alb > ab.

O caso em que a > 0 e b < 0 pode ser tratado da mesma maneira; os detalhes ficardo por
sua conta.

Para provar a desigualdade triangular a partir de (¢7)), basta lembrar que
(a+b)*=a?+b*+2ab
nos permite afirmar que
(a+b)*<a®+b*+2al-|b].
Como
a” +b* + 2lal - [b| = (|a] + [b])?,
a desigualdade anterior pode ser escrita na forma
la +b)* < (|a| + [b])*.
Logo,
0>la+0f* = (la| +[b1)* = (|la + b = (|al + [o])) (la + b] + (la] + [b])).

Mas, por (@3)), isto s6 pode ocorrer quando

la+b/=(Ja|+1b]) >0 e |a+b|+ (la] +]b]) <0
ou quando

la+b/—(Ja|+1b]) <0 e |a+b]+ (la]+1]b]) 20
No primeiro caso,

ja+ bl < ~|a| - [0]

que s6é pode ocorrer quando @ = b = 0. Portanto, caso a ou b ndo sejam nulos, teremos
necessariamente que

la+b]—(la|+1b]) <0 e |a+b|+ (la] +1]b]) 20

A primeira destas duas ultimas desigualdade € a que queremos provar, ja a segunda é
inteiramente 6bvia, ja que todo nimero positivo € maior que qualquer nimero negativo.
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5. O axioma de continuidade

Todas as propriedades dos nimeros reais que consideramos nas seg¢des anteriores sao
também satisfeitas pelos nimeros inteiros. Entretanto, como vimos na se¢ao [ do capitulo
[T} uma das coisas que distingue a matematica da Grécia Antiga daquela praticada no Egito
e na Mesopotamia, €, justamente, que os primeiros entenderam que nem toda medida de
segmento corresponde a uma fracdo. O qué, entdo, faz com que os nimeros reais sejam
tao diferentes dos nimeros racionais?

Surpreendentemente, um axioma basta para distinguir entre niimeros racionais € niime-
ros reais. Conhecido como axioma de continuidade ou axioma de completude, ele pode ser
formulado de muitas maneiras diferentes. A que adotaremos aqui € uma das mais faceis de
usar na pratica, mas, para poder enuncié-la, precisamos de um par de defini¢des.

Seja S um subconjunto de R. Dizemos que S tem uma cota superior se existe um
numero real c tal que
VeeS, (x<e).
Note que se ¢ é uma cota superior para S, entdo todo nimero real maior que ¢ também é
uma cota superior para .S. Por isso sempre usaremos o artigo indefinido quando tratarmos
de cotas superiores. A menor cota superior de S € o seu supremo, que denotaremos por
sup(.S). Por exemplo, 100 é uma cota superior do conjunto

{1,2,8/3,11/2}

cujo supremo é 11/2. Neste caso, o supremo € parte do conjunto, mas isto nem sempre

acontece; assim, o supremo do intervalo (1,2) é 2. O axioma que nos falta é o seguinte.

AXIOMA DE CONTINUIDADE. Se um subconjunto de niimeros reais admite uma cota
superior entdo tem um supremo.

Diante dos dois exemplos acima, o axioma ndo parece estar dizendo grande coisa.
Precisamos de um exemplo mais robusto para que vocé entenda quao poderoso é este
axioma. Considere o subconjunto

(48) C={qeQl|q*<2}.

A primeira coisa a notar € que nao se trata de um intervalo, porque estamos considerando
apenas numeros racionais neste conjunto. Em segundo lugar, C' tem 2 como uma cota
superior. Para mostrar isto, observe que, de

2 <2<4

podemos deduzir
(z-2)(x+2)<0.
Logo, um dos termos € negativo e o outro positivo. Contudo, como

rT-2<x+2,



5. 0 AXIOMA DE CONTINUIDADE 71

temos,forcosamente, que
T <2,

0 que confirma nossa afirmac¢do de que 2 € uma cota para C'. Logo, pelo axioma de
continuidade, S tem um supremo. Diremos, por defini¢do, que

sup(C) = V2.

Assim, de nosso ponto de vista, o que fizemos foi provar que existe um nimero real que
satisfaz a equacéo 2 = 2.

Neste ponto € importante chamar sua aten¢do para uma propriedade bastante simples
do supremo. Digamos que S c R e que ¢ = sup(.S). Se r for um nimero real menor que
o, entdo, pela minimalidade do supremo, tem que existir algum x € S que € maior do que
r. Aplicando isto ao conjunto C' definido em (48]), vemos que, por maior que seja o inteiro
n > 0, existe um ndmero g € C, tal que

1
V2-—<q< V2.
10n
Em outras palavras, podemos obter um nimero racional que é uma aproximacdo de /2
com um erro menor que 107", qualquer que seja o inteiro positivo n. Um argumento
semelhante pode ser usado para provar que qualquer niimero real pode ser aproximado
por um niimero racional com um erro tdo pequeno quanto desejado.

De todos os axiomas que definem os nimeros reais, o axioma de continuidade foi o que
mais tempo levou para ser corretamente especificado. Isto s6 veio a ocorrer do meio para o
final do século XIX, quando vérios problemas com os fundamentos do célculo diferencial
e integral levaram a um aumento significativo no rigor exigido para que uma demonstragao
fosse considerada correta.

Um dos primeiros matemadticos a confrontar esta questdo com sucesso foi Richard
Dedekind (1831-1916). Em 1858, quando foi contratado pelo Instituto Politécnico de
Zurique (atual ETHziirich), Dedekind viu-se responsavel, pela primeira vez, pelo curso
introdutério de caculo diferencial e integral. O primeiro dos tépicos na ementa que preparou
para este curso é niimeros reais: continuidade (Dugacl 1976, p. 151). No inicio de seu
ensaio Continuidade e os niimeros irracionais Dedekind| (1963), Dedekind menciona que,
ao preparar este curso, sentiu “mais intensamente do que em qualquer momento anterior a
falta de um fundamento realmente cientifico para a aritmética”. Isto o conduziu a ideia que
deveria ser possivel construir os nlimeros reais diretamente a partir dos nimeros racionais.
Para isto, Dedekind inventou a nocdo de corte, publicada pela primeira vez em 1872 no
ensaio mencionado acima.

Um subconjunto C' dos nimeros racionais € um corte se

1. C nido € vazio nem igual a Q;
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2.sexeCey¢C,entdo x <y;
3. C ndo contém um ndmero racional maior que todos os elementos de C'.

E provével que a semelhanca da nogdo de corte com o axioma de continuidade ndo lhe
tenha passado despercebida; ndo se trata de mera coincidéncia: nossa formulagdo do axi-
oma ¢ baseada na nogdo de corte. Assim, o conjunto C' definido em (@8] é um corte no
sentido de Dedekind.

A esta altura é importante explicitar a diferenca entre nosso tratamento dos nimeros
reais e o que foi exposto por Dedekind. O que fizemos foi explicitar as propriedades
que especificam o conjunto dos nimeros reais, entre varios outros conjuntos possiveis.
Diante disto, podemos adotar uma, entre duas atitudes possiveis. A primeira € que o
conjunto dos numeros reais € pré-existente; apenas listamos suas propriedades bdésicas.
A segunda € que as propriedades que identificamos servem para definir o qué realmente é
o conjunto dos nimeros reais. Ambas as atitudes s@o problemadticas. De um lado, ninguém
realmente pode dizer que j4 viu este conjunto; de outro, nada garante que uma dada lista de
propriedades é compativel, no sentido de ndo gerar nenhuma contradi¢do. Com seus cortes,
Dedekind resolve simultaneamente estes dois problemas. Sua estratégia assume como pré-
existente apenas o conjunto dos nimeros racionais e, a partir deles, constréi um conjunto
que, como Dedekind mostra em Continuidade e os niimeros irracionais, satisfaz todas as
propriedades que enunciamos acima. Em particular, isto mostra que um conjunto com as
propriedades desejadas de fato existe. A dificuldade em fazer este esquema funcionar ndo
deve ser subestimada. Se aos cortes desejamos fazer corresponder os nimeros irracionais,
€ necessdrio, por exemplo, explicar como dois cortes podem ser somados, subtraidos,
multiplicados e divididos.

Para encerrar, vejamos até que ponto nossa andlise dos nimeros reais se conforma
aos critérios de pensamento cientifico estabelecidos por Aristételes, que mencionamos
na se¢do [2] A primeira coisa a notar ¢ que, sem ddvida alguma, mostramos que os
axiomas enunciados nas se¢des [3| e [] sdo as “causas” das propriedades enunciadas na
tabela [2| e que “ndo € possivel que fosse de outra maneira”. Contudo, nosso enfoque
ndo se sai tdo bem, quando consideramos as propriedades que tomamos como ponto de
partida. O problema € que a anélise de Aristoteles requer que as premissas das quais parte
uma demonstragdo devam ser, em ultima andlise, mais simples do que o resultado que
estamos provando. Entretanto, ainda que a afirmacio de que o zero € o elemento neutro da
adicdo seja bastante elementar, € discutivel se, por exemplo, a propriedade distributiva e a
existéncia do simétrico sdo mais conformes a nossa intui¢ao do que o fato da multiplicagcao
por zero dar sempre zero.

Em defesa do que fizemos, estas propriedades foram escolhidas porque sao comuns a
uma grande quantidade de sistemas matematicos, que vao dos niimeros naturais as matrizes
e dos inteiros modulares as funcdes reais. Portanto, ainda que ndo sejam, todas elas,
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facilmente acessiveis a intuicao, estas propriedades sdo fundamentais no sentido de estarem
presentes em indmeros sistemas extremamente diversos.

Finalmente, é importante frisar que o tratamento matemético rigoroso dos nimeros
reais nada deixa a desejar aos critérios estabelecidos nos Posteriores analiticos. As deficiéncias
apontadas acima t€m sua origem no fato dos nimeros reais nao serem objetos simples, mas
sim construidos a partir dos niimeros naturais. Assim, um tratamento mais sofisticado dos
reais partiria dos cinco axiomas de Peano, que estabelecem as propriedades fundamentais
dos nimeros naturais. Os quatro primeiros axiomas sao:

Axioma 1: 1 é um ndmero natural;

Axioma 2: todo nimero natural n tem um sucessor S(n);
Axioma 3: S(x) # x;

Axioma 4: se S(x) = S(z'), entdo z = 2,

ao passo que o quinto € o principio de indugdo finita. Tomando estes cinco axiomas como
ponto de partida construimos primeiramente os inteiros; de posse destes, podemos cons-
truir os nimeros racionais como pares de inteiros sujeitos a uma certa relacdo. Finalmente,
os nimero reais sdo construidos como cortes de Dedekind. Infelizmente esta maneira
de proceder € longa e envolve a demonstracdo de uma grande quantidade de resultados
intermedidrios, o que a torna invidvel em um livro elementar. Uma versao extremamente
detalhada desta constru¢@o pode ser encontrada nos Fundamentos da andlise de Edmund
Landau (1877-1938), que tem uma tradugdo para o inglés Landau| (1951)). Landau foi um
mestre no uso do método dedutivo, que aplica sistematicamente ao longo do Grundlagen.
Em vista do que fizemos, vale a pena reproduzir o segundo e terceiro itens no prefdcio para
o estudante deste livro:

2. peco apenas que tenha a habilidade de ler alemao e pensar logicamente—nada da
matemadtica do ensino médio e, certamente, nenhuma matemadtica avancada;

3. por favor esqueca tudo o que aprendeu na escola; vocé ndo aprendeu.

Caso esteja curioso, o primeiro item é: por favor ndo leia o prefdcio para o professor.

Exercicios

1. Traduza a proposi¢cdo
VaeR, (VbeR,((a<b) = (FceR,((a<c)A(c<b)))))

em portugués e determine sua negativa. A negativa deve ser construida passo-a-passo e
expressa em termos da negativa de suas proposi¢des atdmicas, indicando a propriedade
dos conectivos usadas em cada passo.
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2. Uma variacdo do quantificador existencial é 3!, que significa, existe um e apenas um.
(a) Modele a sentenca 3!z, P(x), em que P(x) é uma proposicdo, usando apenas 3 e
os conectivos 16gicos.

(b) Determine a negativa de 3!z, P(x).

Use as informagdes a seguir para fazer as questdes[3|e[6} Seja Q o conjunto universo
que consiste no quadrado da figura [3] em que algumas casas estdo preenchidas com
figuras geométricas de vdrias cores. Considere as seguintes proposi¢des relativas as
figuras geométricas x e y na figura .

T(x) =x é um tridngulo; P(z) = x é preto;
C(r) =x é um circulo; N(z,y) =z estd ao norte de y;
Q(x) = 2 é um quadrado; O(z,y) = x estd a oeste de y;
B(z) = x é branco; M (x,y) = x tem a mesma cor que ¥.
N
o
o o| A
O/m|2 o|L
A
m m
S

TABELA 3. O quadrado

3. Traduza cada uma das seguintes afirmacdes em portugués e determine quais sdo verdadeiras
e quais sdo falsas:

(@) Yy, (C(y) = 3z, N(y,2));

(b) Vo, (T(r) = 3y, (Q(y) A M(z,y)));
(©) 3z, (Q(z) AVy, (C(y) = O(z,y)));
(d) VY, (Q(z) = 3y, (C(y) A M(z,y)));

4. Determine a negativa de cada uma das proposi¢des do exercicio 3]
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5. Ache, passo-a-passo a negacdo da seguinte férmula:

(B2)(Yy) (p(2,9))) = (Vo) (32) (p(2,9))))

6. Usando a notacdo do exercicio anterior, traduza cada uma das seguintes afirmagdes
como uma férmula l6gica a partir de suas proposicdes atdmicas, determine sua negativa
e traduza esta dltima em portugués
(a) para cada circulo, hd um quadrado da mesma cor;

(b) existe um quadrado a oeste de todos os tridngulos;
(c) todo quadrado vermelho estd ao norte de algum tridngulo;

(d) todos os quadrados t€ém a mesma cor que algum tridngulo.

7. Modele as proposi¢des abaixo usando -, Vv, A, -, <> € 0s quantificadores V e 3.
(a) Todo ndmero racional nao nulo tem um inverso multiplicativo.

(b) Existem niimeros primos.

(c) Se a e n sdo inteiros tais que mdc(a,n) = 1, entdo ab — 1 € divisivel por n, para
algum inteiro b.

(d) Dados trés segmentos de retas de comprimentos a, b e ¢, se a + b > ¢ existe um
tridangulo cujos lados sdo estes segmentos.

(e) Toda equacdo do segundo grau cujo discriminante é maior ou igual a 0 tem, pelo
menos, uma raiz real.

8. Prove que as seguintes afirmacgdes sdo verdadeiras:
(@) Va,b,c,de R, (((a<b)A(c<d)) = a+c<b+d);
(b) Va,beR,((a <b) = (-b< -a));
(c) Ya,b,c,de R, (((a<b)A(c>d)) = a-c<b-d);
(d) Va,beR, (((a<0)A(b>0)) = ab<0);
(e) VaeR,((a>1) = (a®>a));
(f) VaeR,((0<a<l) = (a%?<a));
(g) Va,b,c,de R, (((0<a<b)A(0<ec<d)) = ac<bd);
(h) Va,beR, ((0<a<b) = a%<b?);
(i) Va,beR (ab>0= ((a20Ab20)v(a<0Ab<0))).

9. Considere a seguinte proposi¢ao
Va,beR, (((a>0)A(b>0)A(a<b))=b"<a™).

(a) Determine a contrapositiva desta proposi¢ao.
(b) Prove a proposicdo original por contradi¢do, justificando cada um dos passos do
argumento a partir das propriedades fundamentais dos nimeros reais.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Mostre que

Va,beR,((O<a<b):>(a< ab < a;b<b)).
Dica: use a equag@o (35)).

Prove que, quaisquer que sejam os nimeros reais a e b, temos que
(@) |ab| = |al-|b];
(b) |a - bl < a| +b];
(©) |a| - |b] < |a - b];
@) llal = (bl < |a = b]s.

Ache todos os niimeros reais x para os quais:
(@) |[z-3|=8;
(b) |x-3|<8;
©) |[z-3|>8;

d) |[z-1|+|z+1]| <1

Sejam a e b nimeros reais. Ache todos os nlimeros reais x para os quais
(@) (r—a)(x-0b)>0;
(b) (x-a)(x-0)<0.

Ache todos os valores de x para os quais as seguintes desigualdades sdo verdadeiras,
justificando cada passo de seus calculos usando os resultados da apostila e do exercicio
anterior. A resposta deve ser explicitada na forma de um intervalo ou unido de intervalos.
(@) 7-3x <5 -2x;

(b) 22+ 35> 12x;

(c) 22 -2<x;

(d) (x-2)/(x-3)>0.

Encontre os erros na seguinte “demonstracdo” de que 2 = 1:
Se a = b, entdo a? = ab; donde
a’-b* = ab - b*.
Logo,
(a-b)(a+b)=(a-0b)b.

Assim,

a+b=0b;
mas, lembrando que a = b, isto equivale a

2a = a,

0 que nos permite concluir que 2 = 1.



CAPITULO 4

Funcoes

Neste capitulo iniciamos nosso estudo das fungdes, que constituem um dos conceitos
mais importantes da matemadtica, como ¢ atualmente praticada. Como veremos na segao|l]
ainda que a formulagao atual date do século XIX, as fungdes vém sendo utilizadas desde a
pré-historia.

1. Uma longa histéria

Imagine um pastor da pré-histdria, vivendo antes mesmo que os nimeros houvessem
sido inventados. Como poderia se certificar de que todas as ovelhas voltaram ao redil,
onde passardo a noite? Se o rebanho € pequeno, poderia dar um nome a cada ovelha.
Mas, isto seria dificil se o rebanho fosse grande. Neste caso, poderia fazer corresponder a
cada ovelha que saisse para o pasto uma pequena indentacio em um osso ou madeira. A
noite, passaria o dedo sobre os entalhes, um de cada vez, a medida que as ovelhas fossem
entrando no redil. No primeiro caso, o pastor associou a cada ovelha seu nome, no segundo,
um entalhe. E este tipo de associacio que estd na origem de nosso conceito atual de funcio.
Ossos com entalhes, como os imaginados acima, foram encontrados na Africa e na Europa
e datados de até 43.000 anos atras.

Naturalmente o processo de contagem ndo passa de uma versdo mais refinada, e mais
prética, do processo imaginado no pardgrafo anterior. Em vez de pedras, ou de nomes
especificos para um rebanho, a cada ovelha sdo associadas palavras construidas de maneira
padronizada. As vantagens sdo Obvias: além das mesmas palavras poderem ser utilizadas
mesmo que haja mudangas no rebanho, elas permitem que pastores diferentes comparem
facilmente as quantidades de ovelhas em seus respectivos rebanhos.

Ao passo que os vestigios da pré-histdrico sdo poucos e abertos a outras interpretagdes,
0 mesmo ndo ocorre com os tabletes de argila encontrados no territério da Antiga Meso-
potamia. Por exemplo, o tablete AO 6481, encontrado em Uruk, apresenta uma tabela,
em vdrias colunas, relativa a posicao de Marte no periodo que vai de 188 a.C. a 109 a.C..
A primeira coluna lista 79 anos da Era seléucida, cujo comeco ocorre mais ou menos em
311 a.C.. J4 a quarta coluna especifica a posi¢ao do primeiro ponto estacionario de Marte
em termos de sua longitude celeste, que € sua distancia do equindcio de verdo, medida
ao longo da ecliptica. Um ponto estacionario de um planeta ocorre quando sua trajetoria

77
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na abdbada celeste parece parar e entdo retroceder. Portanto, estas duas colunas da tabela
representam uma funcio que a cada ano associa a longitude de Marte em seus primeiros
pontos estaciondrios daquele ano. Mais detalhes sobre este tablete podem ser encontrados
em (Neu, 1983, p. 335).

Desde entao astronomos e matematicos produziram uma enorme quantidade de tabelas,
cada uma das quais hoje interpretamos como uma func¢do. Entre as mais conhecidas estdao
as fungdes trigonométricas e os logaritmos. Por exemplo, o Paiica-siddhandika, que data
do século sexto d.C., contém uma lista de valores para a funcio seno para arcos no primeiro
quadrante, baseada em uma circunferéncia de raio igual a 120. Esta lista e sua constru¢ao
sdo discutidas em (Plofker, 2009, p. 51). J4 os logaritmos foram originalmente definidos
por John Napier em seu livro Descricdo do Maravilhoso Canon dos Logaritmos, publicada
em 1614. Napier incluiu, neste livro, noventa paginas em que tabela valores do seno e seus
respectivos logaritmos, com a finalidade de simplificar cdlculos em geometria esférica.

Ainda que as incontdveis listas e tabelas de nimeros produzidas desde a Antiga Meso-
potamia representem, de nosso ponto de vista, uma grande variedade de funcdes, o conceito
matematico de funcao s6 foi formulado no século XVII, a partir do desenvolvimento da
mecanica e do célculo diferencial. A variacdo da posic¢do e da velocidade de um objeto
com o passar do tempo aparece claramente na obra de Galileu. Newton introduz o termo
fluent para designar uma quantidade que varia com o tempo. Contudo, o uso da palavra
fungdo neste contexto parece ser devida a Leibniz. Em uma carta de 1698, enderecada a
Leibniz, Johan Bernoulli concorda em utilizar esta palavra para designar “uma quantidade
formada, de alguma maneira, comecando por z e as constantes”. E também a Leibniz que
devemos a introdu¢do em matemaética dos termos constante, varidvel e parametro. Mais
detalhes e referéncias podem ser encontrados em (Bourbaki, 2004, p. 154).

Entretanto, a utiliza¢do do conceito de funcdo como fundamento do cdlculo infinitesimal
remonta a Introductio in analysin infinitorum publicada por L. Euler em 1748 (Kline} 1990,
p. 405). Ainda assim, a defini¢do moderna de fungao so6 se estabeleceu no século XIX. Em
seu Cours d’Analyse, publicado em 1821, Cauchy escreve

para que uma fun¢@o de uma s6 varidvel esteja completamente determinada,
€ necessario e suficiente que, para cada valor atribuido a varidvel, seja
possivel deduzir um valor correspondente da funcio; (Dieudonné, |1986,

p. 244).

Note que ndo hd, nesta definicdo, nenhuma mencao a forma como a cada valor da varidvel
¢ associado o valor da fun¢do. A generalidade desta definicao levou, ainda no século XIX,
a criagdo de fungdes cada vez mais exoticas, causando uma cascata de problemas que s6
foram completamente esclarecidos no século XX.
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2. Funcao, dominio e imagem

Nossa primeira defini¢do de funcdo é uma elaboragdo da definicdo de Cauchy, citada
na secdo anterior. Tomaremos como ponto de partida dois conjuntos, que chamaremos de
X e Y. A defini¢do € a seguinte: uma funcdo f de X em Y é uma regra que, a cada
elemento de X associa um, e um tnico, elemento de Y. Assim, para que uma regra defina
uma fungao,

(i) ndo pode haver elementos em X aos quais ndo € associado um elemento de Y;

(i) a um elemento de X ndo pode ser associado mais de um elemento de Y.

O conjunto X é o dominio da funcdo f e Y € seu contra-dominio. Abreviamos isto
escrevendo

fiX—You XLy

Frequentemente vamos nos referir aos elementos de X como sendo os argumentos ou
varidveis independentes da funcéo f. Se = € X, denotamos por f(x) o elemento associado
a x pela regra que define a fungdo f e diremos que f(x) é a imagem de x por f.

No caso do pastor que conta suas ovelhas, o dominio da fun¢do é o rebanho e seu
contra-dominio € o conjunto dos nimeros naturais. Como nenhum rebanho € infinito,
a maioria dos nimeros naturais nao estard associada a nenhuma ovelha do rebanho. Este
exemplo também mostra que a “regra” que define uma fun¢do nao precisa ser uma férmula.
Outro exemplo da mesma natureza € a funcdo

p:L—N

que a cada letra do alfabeto latino £ associa sua posi¢do no alfabeto. Assim, p(A) = 1¢
p(M) = 13; isto é, aimagem de A por p é 1 e a imagem de M por p é 13.

No caso das fun¢des mais simples, € frequentemente possivel descrever a imagem de
um elemento qualquer do dominio usando uma férmula explicita. Por exemplo, se d :
N — N € a funcdo que a cada numero natural associa seu dobro, a imagem de n € N é
d(n) = 2n. Outro exemplo do mesmo género € a fun¢do ¢ : N — N que a cada nimero
natural associa seu quadrado, de modo que ¢(n) = n?. Certamente vocé conhece muitas
outras func¢des cujo dominio sdo os nimeros naturais, ainda que sob um nome diferente;
porque uma sequéncia (também chamada de progressao)

a1, G2,03, ...,

formada por elementos de um conjunto Y, nada mais é que a funcdo N — Y que
ao numero natural n associa o elemento a, € Y. Assim, as progressdes aritmética e
geométrica sdo fungdes N — 7Z: a cada nimero natural n a primeira destas funcdes
associa o inteiro a + n - r € a segunda aq”, em que a, 7, q € Z.
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Nem toda funcdo pode ser descrita por regras tdo simples; provavelmente o exemplo
mais conhecido € a func¢ado valor absoluto, também conhecida como funcdo médulo,

abs : Z — Nu {0}

que € definida por duas regras, dependendo se o nimero inteiro € positivo ou negativo,

abs(n) = {

Outra funcdo muito interessante, e que requer duas regras distintas, dependendo do valor
do argumento, € a fungdo de Collatz, C': N — N, definida por

C(n) = {

Esta funcdo tem um comportamento extremamente enigmatico, como veremos na se¢ao
[0l Naturalmente, nada nos impede de inventar fun¢des definidas por quantas férmulas
diferentes desejarmos.

-n quando n < 0;
+n quando n > 0.

n/2 quando n € par
3n+1 quando n é impar.

Especificar a regra que define a funcdo € conveniente, mas nem sempre € possivel. Na
pratica, muitas fun¢des sdo definidas por suas propriedades. Um caso bem conhecido é o
da sequéncia de Fibonacci, que € a fungdo F' : N — N que satisfaz as propriedades

F(1)=F(2)=1 e F(n+1)=F(n)+ F(n-1), quando n > 3.
Surpreendentemente, a mesma funcao pode ser definida pela férmula

F(m = £

1+5 1-5
0= Ve

Embora as vezes seja chamada de féormula de Binet, esta maneira de expressar F'(n) foi
descoberta por Abraham de Moivre (1667-1754). E esta nem mesmo € a tunica férmula
que define F'(n), pois

em que

F(n) = %lcﬂ,

na qual || denota o inteiro mais préximo do nimero real 7.

Este dltimo exemplo chama a aten¢do para uma questdo extremamente importante:
quando dizer que duas fungdes sdo iguais? Como mostra nossa discussao da Funcdo de
Fibonacci, isto nao pode depender da regra usada para definir a funcao, porque uma mesma
associacdo de um elemento do dominio a um elemento do contradominio pode ser efetuada
usando regras totalmente distintas. Isto sugere a seguinte defini¢ao: as fungdes f,g: X —
Y sdo iguais se

Vo e X, (f(z) = g(x)).
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Portanto, a0 menos em principio, podemos determinar se duas fungdes sdo iguais mesmo
que sejam calculadas a partir de caixas pretas cujo funcionamento ignoramos.

E importante observar que, o fato de f : X — Y ser uma fungio ndo significa que
todo elemento de Y é imagem de um elemento de X. Por exemplo, no caso da fung¢do
valor absoluto, s6 0s nimeros inteiros nao negativos sao imagem de algum inteiro por esta
funcdo. Isto sugere a seguinte definicdo. A imagem de f : X — Y é o conjunto

im(f) = {f(z) [z e X}.
Portanto,
im(abs) = Nu {0},
a0 passo que
im(p) ={1,2,...,26}
porque o alfabeto s tem 26 letras. J4 para a fungdo de Collatz temos que

im(C) =N
porque para todo n € N temos que

C(2n) = 2771 =n,

uma vez que 2n € par.

A esta altura € necessdrio chamar sua atencdo para dois pontos importantes. O primeiro
€ que uma funcao s6 estd completamente definida quando explicitamos seu dominio, seu
contradominio e a regra que a define. O segundo € que, mesmo os matemadticos, raramente
sdo tao cuidadosos e vocé encontrard, frequentemente, afirmagdes como

considere a fun¢do f(z) = a:_—27

-3

sem nenhuma mencao de quem seriam seu dominio e contradominio. Isto ocorre normalmente
em situacdes em que € possivel concluir, a partir do contexto, quem deveriam ser estes
conjuntos. Por exemplo, em um curso de cdlculo, o argumento de uma funcio sempre €
um nimero real e 0 mesmo acontece com suas imagens. Entretanto, pode ocorrer que seja
necessdrio excluir do dominio alguns niimero reais nos quais a fun¢do nao esta definida.
Assim, no exemplo acima, o dominio da fungéo f seria escolhido como R {3}, para evitar
uma divis@o por zero no denominador da fracdo que define a funcao.

3. Funcoes reais

Dada sua origem na mecanica e na geometria, onde imperam as varidveis continuas,
nao € surpreendente que as fungdes estudadas no cdlculo diferencial e integral tenham
como dominio intervalos de R. Como se trata de uma primeira introducdo as funcdes
reais, suporemos também que o contradominio de nossas funcdes € sempre R, ainda que,
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em mecanica, o plano e o espaco sejam contradominios mais frequentes. Comecgaremos
nossa investigacao destas funcdes com alguns exemplos bem elementares.

A fungdo constante k. : R — R é definida pela regra k.(x) = ¢, em que ¢ € R. Assim, a
imagem de qualquer nimero real por k. é igual a c; donde

im(k.) = {c}
Uma fungdo constante que aparece com muita frequéncia € a funcdo nula, que a cada

numero real associa o valor 0. Outra familia muito importante de func¢des € a das funcdes
lineares. Digamos que a,b € R e que a # 0, definimos a fun¢do linear A : R — R por

AMx) =azx +0.

Para determinar a imagem de \ basta lembrar que um nimero real y pertence a imagem de
A se, e somente se, existe x € R tal que y = A(x). Usando a regra que define \ isto equivale
a

y=ax+Db.
Resolvendo esta equacao, obtemos
y->b
r="—.
a
Logo todo elemento de R € imagem de algum nimero real por \; donde
im(\) = R.

A terceira familia de exemplos que desejamos investigar € a das fun¢des quadraticas.
Uma fungdo quadrdtica q : R — R é definida por

q(z) = ax® + bx + c,

em que a # 0, b e ¢ sdo numeros reais. Ao contrdrio das fungdes lineares, a imagem
das funcdes quadraticas nao coincide com todo o conjunto R. Por exemplo, a imagem
de g(x) = 22 ndo contém nenhum ndimero negativo, porque, como vimos na se¢io 4| do
capitulo 3} o quadrado de um numero real € sempre positivo. Nao € dificil calcular a
imagem de ¢(z). Para isto, basta lembrar que y € im(q) equivale a afirmar que existe
x € R tal que ¢(z) = y; isto é,

ar’ +bxr +c=vy.
Considerando y como um nimero fixado, precisariamos resolver a equacao
(49) ar® +bx + (c-y) =0,

para encontrar os valores de x que s@o levados em y. Mas, para que um tal x exista é
necessario que o discriminante desta equagdo seja positivo. No caso da equagdo (@9), isto
significa que
b? —4da(c-y) > 0;
donde,
4ay > b + 4ac.
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Denotando b? — 4ac por A como usual, verificamos que

yz 2
- da
quando a > 0. Por outro lado, quando a < 0,
ys 2,
T 4a’

porque, neste caso, o sinal de desigualdade inverte quando dividimos por 4a. Mostramos,
assim, que

[-A/4da,+00)  se a>0

(50) im(q) = (-00,-AJ4a]  se a<0.

Faremos uma andlise mais detalhada desta fun¢do na secdo |3|do capitulo

As trés familias de fungdes reais que definimos até aqui sd@o exemplos de fungdes
polinomiais. Em geral, uma fungdo polinomial é definida por uma regra da forma

p(x) = apa™ + -+ + ayx + ay,

em que n > 0 € um ndmero inteiro e ay, ..., a, sado nimeros reais. Como o cdlculo da
imagem de um nimero real por uma fungdo polinomial requer apenas a adi¢do, subtracdo
e multiplicacdo, seu dominio € sempre todo o conjunto R. A determinagdo da imagem de
uma fun¢do polinomial geral requer um conhecimento basico do calculo diferencial e, por
1ss0, esta além do que € possivel fazer em um livro elementar como este.

Quando a divisdo aparece entre as operacdes utilizadas para definir uma funcao real,
torna-se necessario excluir do dominio aqueles nimeros para os quais o denominador se
anula. Por exemplo, os dominios das funcdes 71, 75 e r3 definidas por

1 rx+1 r+1
ri(x) =—, ro(x) = e r3(x) =
1(@) = = ra(2) = —— e 13(2) = ——,
sdo, respectivamente, R \ {0}, R\ {2} e R\ {~\/2,/2}. Contudo uma fungio pode ser
definida através de uma divisdo mas, mesmo assim, ter R como dominio, como é o caso de
1
ry(x) = ——
1) x2+1’
ja que o polindmio z? + 1 ndo tem nenhuma raiz real. Estas fun¢des sdo chamadas de

racionais porque, assim como os nimeros racionais sdo quocientes de nimeros inteiros,
elas sdo definidas por quocientes de polindmios.

Neste ponto, € conveniente chamar sua aten¢do para a diferenca, nem sempre respeitada
quando se tratam de fungdes reais, entre o nome de uma funcao e seu valor no argumento.
Nos exemplos acima, 71, 73 € r3 sdo os nomes das fungdes, ao passo que 71 (x), ro(x) e
r3(x) sdo os valores destas fun¢des no argumento x. De maneira geral os mateméticos nao

N

sdo muito consistentes em fazer esta diferenca e, frequentemente, se referem a “fungdo
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r1(x)” quando deveriam dizer a “fungdo r;”, costume ao qual, por ser pratico, vamos
aderir ao longo deste livro. Contudo, € util ter em mente esta diferencga, por duas razdes. A
primeira, € que muitas vezes € necessdrio diferenciar entre o nome da fungéo e seu valor em
x; a segunda é que, ao identificar uma fun¢do com sua férmula, omitimos completamente
a especifica¢do do seu dominio. Resumindo 7; é o nome da fungédo, r1(z) € o valor de 7,
no argumento z e 1/x é a regra que define como calcular r{(z).

Outra fung¢éo que encontraremos com frequéncia é \/ : [0,+c0] — R cujo valor em
um numero real positivo € a raiz quadrada positiva deste nimero. Note que ndo podemos
definir /" como sendo a raiz positiva e a raiz negativa porque uma fungdo associa a cada
valor do seu dominio um #nico nimero real. Até aqui, todas as funcdes reais que conside-
ramos foram definidas por uma tnica regra em todo o seu dominio. Como na secdo 2] a
fun¢do mais conhecida, a qual isto ndo se aplica, é abs : R — R, definida por

+r sex >0
abs(x) =
-xr sex<0;

chamada fungdo valor absoluto ou funcdo modulo. Um detalhe importante: nao confunda
Juncdo moédulo com fungcdo modular. Estas ultimas sao func¢des de varidvel complexa, as
mais conhecidas das quais sdo as fung¢des elipticas, que t€ém este nome porque medem o
comprimento de um arco de elipse.

Uma fun¢do bem mais exdtica, mas que também requer duas regras, € a fungdo de
Dirichlet D : R — R definida por

1 se z éracional;
D(x) = 0

se x € irracional.

Tanto a funcdo de Dirichlet, quanto a valor absoluto, estdao definidas em todo o conjunto R.
Naturalmente nada nos impede de descrever funcdes por trés ou mais regras. Por exemplo,

0 se x < -1;
—r+1 se —1<x<0;
1-2x sel0<x<l;
-1 se x> 1;

fx) =

define uma fung¢@o cujo dominio e contradominio sdo iguais a R.

Como os numeros reais podem ser somados, subtraidos, multiplicados e divididos,
podemos definir opera¢des correspondentes para as fungdes reais. Sejam, entdo, f; e fo
duas fung¢des cujo dominio € um conjunto X c R e cujo contradominio é R. Definimos
a soma f; + fo e a multiplicagdo f; - fo como sendo as fungdes de X em R dadas pelas
formulas

(fi+ f2)(z) = fi(z) + fo(x) € (fr- f2)(2) = fi(2) - fa(2).
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E importante observar que, para que a soma e a multiplicaco de funcdes estejam definidas,
as fungdes t€ém que ter o mesmo dominio. Por exemplo, se g1, g2 : R — R sdo as fungdes

(51) g(z)=2*+2 e go(z) = —2*+ 22 -1
entdo g; + g : R — R € definida por
(g1+g2)(2) = g1(2) + g2 () = (22 +2) + (—2* + 20— 1) = 20 + 1,
€ g1-g2:R - Rpor
(g1-92)(2) = g1(x) - go() = (22 +2) - (—2? + 22— 1) = —2* + 223 - 32% + 42 - 2.
Note que nao ha necessidade de definir separadamente a multiplicacdo de uma fungdo por
um nimero real, nem a subtragcdo de funcdes, porque ambas se reduzem as duas operagdes

definidas acima. Assim, supondo que a € R e que k, : X — R € a funcdo constante
k,(x) = a, para todo = € R, denotaremos por a f; a fungéo

afi=kq- fi
e por f1 — f> a fungdo
Ji+ (ke - f2);
de modo que
(af1)(@) =afi(z) e (fi-f2)(z) = filz) - fo().

A adi¢do e a multiplicacdo de fung¢des satisfazem as mesmas propriedades que as operagdes
de mesmo nome em R. Nao que isto seja surpreendente, porque, afinal, as primeiras sao
definidas diretamente a partir das segundas. Por exemplo, a adicdo e a multiplicagdo

sdo comutativas porque, como fi(x) e fo(x) sdo nimeros reais, para todo x € X, a
comutatividade dos nimeros reais nos permite concluir que

fi(@) + fa(z) = fo(2) + fi(2) e fi(z)- fo(2) = fo2) - fr(2)

para todo x € X. Logo, pelas defini¢des da adi¢do e da multiplicacao de funcdes, que

fith=fh+tHe fi-fo=fofu,

mostrando que, de fato, estas operagdes com fungdes sdo comutativas. As fungdes polinomiais
podem ser caracterizadas como aquelas que podem ser construidas combinando as fun¢des
constantes e a func¢do identidade id(x) = z, usando apenas a adi¢do e multiplicagdo de
fungdes. Em particular, isto nos permite concluir que a soma e o produto de func¢des
polinomiais tem que ser uma fun¢do polinomial.

Supondo, ainda, que f; e f5 sdo funcdes de X c R em R, podemos definir a divisao de

fungdes por
(-5
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Ao contrdrio da adicdo e multiplicacdo de funcdes, a divisdo nem sempre produz uma
funcdo de X em R, porque precisamos excluir de seu dominio os elementos de X em que
f2 se anula. Portanto, dominio de f;/f> é o conjunto

X {zeX| fola) =0}

A importancia das operagdes com fungdes torna-se mais clara nos cursos de cdlculo, nos
quais reinam as chamadas fungcoes elementares, que sdo obtidas combinando a fun¢do
identidade e as func¢des constantes e trigonométricas, assim como exponenciais e logaritmos,
usando as operagdes de adi¢do, multiplicagdo, divisao e composicao de funcdes.

4. Funcdes com varios argumentos

Como vimos na secdo[I} uma das primeiras manifestacdes da ideia de funcao foi sob a
forma de tabelas que relacionavam entre si duas quantidades. Uma outra maneira pela qual
as fungdes apareceram ao longo do tempo, e que hoje em dia usamos intensamente, sdo as
tabelas de duas entradas, também conhecidas como planilhas. Por exemplo na planilha |T]
temos as notas, em duas provas, de trés pessoas de uma turma.

Nome Proval Prova?2
Andrea 8,8 9,5
Daniel 10,0 9.8

Severino 5.4 6,2
TABELA 1. Uma planilha de notas

A pergunta que imediatamente se pde €: como expressar como uma funcao algo que
associa um nidmero a dois argumentos diferentes? A resposta é simples: basta produzir
um conjunto cujos elementos sdo compostos por estes dois argumentos. Faremos isto
introduzindo uma nova operacao entre conjuntos, o produto cartesiano.

Sejam X e Y dois conjuntos. O produto cartesiano X x Y € o conjunto formado pelos
pares (z,y) em que x € X e y € Y que, vamos supor, satisfazem a propriedade

(52) Va,2"e X, (Vy,y eV, (2, y) = (2,y) = ((z =2") A (y = ¥))))-

Em outras palavras, trata-se de pares ordenados, uma vez que a ordem em que os elementos
sdo escritos € essencial para determinar a igualdade entre dois de tais pares. Vamos nos
referir aos elementos = e y como a primeira e a segunda coordenadas do par (z,y). Por
exemplo, se

X ={1,2,3,4} e Y ={a,b,c}
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entdo X x Y € o conjunto

{(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢),(3,a),(3,0),(3,¢c), (4,a), (4,b), (4,0) }.
Com isto estamos prontos para representar planilhas como funcdes.

Sejam X e Y os conjuntos cujos elementos indexam, respectivamente, as linhas e as
colunas de uma dada planilha. Cada casa da planilha pode ser, entdo, identificada com um

par do produto cartesiano X x Y. Como cada € preenchida com um tnico elemento de um
conjunto Z, podemos usar esta associagao para definir uma fungao

f:XxY—Z
Por exemplo, no caso da planilha[l] temos que
X = {Andrea, Daniel, Severino} e Y = {Prova I, Prova 2}
e podemos tomar Z = R.
Tudo isto sugere que o produto cartesiano pode ser representado como uma tabela

de duas entradas, com as colunas identificadas pelos elementos de X e as linhas pelos
elementos de Y. Aplicando esta interpretacdo ao conjunto acima obtemos a seguinte tabela.

c|(1,¢) | (2,¢) | (3,¢) | (4,¢)
b | (1,0) | (2,0) | (3,b) | (4,b)
al|(1l,a)|(2,a)|(3,a) | (4,a)
1 2 3 4

Uma variacao desta interpretacdo consiste em associar a cada par ordenado um ponto do
plano. No exemplo acima, obtemos uma malha de 12 pontos, um para cada par ordenado,
como ilustrado na figura abaixo.

Ao usar esta interpretacdo, vamos nos referir as duas entradas dos pares ordenados como
as coordenadas do ponto que corresponde a este par. A primeira coordenada serd sempre
representada ao longo da horizontal e a segunda ao longo da vertical.
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Se X e Y s@o conjuntos, um subconjunto do produto cartesiano X x Y € conhecido
como uma relacdo. E possivel que vocé esteja se perguntando: o que isto tem a ver com o
que costumamos chamar de relagio como =, # e <? A primeira vista, pode parecer que se
trata de mais um caso do fendmeno descrito pelo poeta alemao J. W. Goethe; segundo ele,

0 que quer que voce diga [aos matematicos], eles traduzem em sua propria
linguagem e, consequentemente, aquilo se torna algo totalmente diferente.

Neste caso, contudo, o que costumamos chamar de relac@o entre dois objetos € razoavelmente
bem traduzido pelo conceito matemadtico e vice-versa. Considere, por exemplo, a relacdo
entre pessoas e bairros, estabelecida pelo fato de que uma dada pessoa mora em um dado
bairro. Se Ana, Jodo e Marcos moram em Botafogo, Maria mora na Penha, ao passo que
Paulo mora na Tijuca, podemos definir

X = {Ana,Jodo, Marcos, Paulo,Maria} e Y = {Botafogo, Penha, Tijuca}.
e representar a relagao mora em pelo subconjunto
{(Ana, Botafogo), (Jodo, Botafogo), (Marcos, Botafogo), (Paulo, Tijuca), (Maria, Penha) }

Note que podemos, facilmente, descobrir “quem mora onde” a partir deste conjunto e,
portanto, reconstruir a relacdo como originalmente dada.

Vejamos alguns exemplos de natureza mais matematica. Quando
X ={1,2,3,4,5}
o subconjunto correspondente a relacdo = definida em X ¢é
Ry = {(1,1),(2,2),(3,3), (4.4), (5,5)}.
ao passo que o subconjunto correspondente a relagdo < no mesmo conjunto é
R ={(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5) };
jé o subconjunto correspondente a relacdo < em X &
RiuUR,.
Para um exemplo mais substancial, considere o subconjunto
(53) P={(r,r")eLxL|rnr =g},

em que IL denota o conjunto das retas do plano. Como duas retas sem ponto em comum
sdo paralelas, P define a rela¢do de paralelismo entre retas. Escrevendo

rllrt e (r,r) e?,

obtemos a representac@o usual da nocao de paralelismo.
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A maneira mais geral e abstrata de definir fun¢des é como um tipo especial de relacao.
Nosso ponto de partida serd o conceito de grdfico de uma funcdo f : X — Y, que é o
conjunto

Fyp={(z,y) e XxY |y = f(x)}.

Como se trata de um subconjunto do produto cartesiano X x Y, o gréfico I'; € um exemplo
de relacdo. Neste ponto convém fazer uma pausa, porque vocé talvez tenha sido pego
de surpresa por nossa defini¢do de grifico de uma fungdo. Afinal, onde, provavelmente,
esperava uma figura, acabou encontrando um subconjunto de um produto cartesiano. Na
verdade, o que costumamos chamar de “grafico” de uma fungdo é a representacao geométrica
do grafico definido como um subconjunto de produto cartesiano. Como vimos acima, um
produto cartesiano pode ser representado como uma malha de pontos do plano; desenhamos
o gréfico da fung¢do f indicando apenas aqueles pontos que pertencem a I'¢. Por exemplo,
a representacdo geométrica do gréfico da fungdo

d:{1,2,3,4,5,6,7} — {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14}

queacadan e {1,2,3,4,5,6,7} associa seu dobro é ilustrado na ﬁgura; do lado esquerdo
da qual estd ilustrado parte do grafico da funcdo de Fibonacci. O “L” foi acrescentado a
esquerda de cada figura a guisa de “‘sistema de eixos” e nado faz parte do gréfico; estdo 1a
apenas para facilitar a identificagdo da escala das figuras.

Voltando a questdo da defini¢do de uma fun¢cdo como uma relagdo, a ideia é que, a
partir do grafico de uma funcio podemos, facilmente reconstruir a funcio. Para entender
como fazer isto, digamos que I'y ¢ X x Y € o grafico de uma fungdo. A primeira coisa
a observar é que, como I'y é um subconjunto de X x Y, entdo f deve ser uma funcdo
cujo dominio € X e cujo contradominio € Y. Para reconstruir a regra que define a fungio,
procedemos da seguinte maneira. Dado um x € X, procuramos o par em I'; cujo primeiro
elemento é x. Se y € a segunda coordenada deste par, entdo f(x) =y. Por exemplo, se

X = {1a 2, 37475} € Ff = {(L 1)7 (274)7 (379)7 (4a 16)7 (5a 25)} c X xN,
entdo f : X — N ¢ a fun¢do cuja regra é dada por
F) =1, £(2) =4, f(3) =9, f(4) =16 e f(5) = 25;
isto €, f leva cada elemento de X em seu quadrado.

Uma questdo, relacionada ao grafico de uma funcdo, que € bem mais interessante
consiste em determinar que relacdes correspondem a graficos de func¢des. Para isso precisamos
relembrar que, para que uma regra defina uma funcao duas coisas devem ocorrer:

(1) acadaelemento do seu dominio deve ser associado um elemento do contradominio;

(2) a um mesmo elemento do dominio ndo podem ser associados dois elementos do
contradominio.
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FIGURA 1. Griéficos das fun¢des dobro e Fibonacci.

Para descobrirmos que relacdes sao graficos de fungdes, precisamos identificar como estas
duas propriedades se refletem no grafico da funcdo. Seja f : X — Y uma funcio.
A propriedade (1) equivale a dizer que se x € X, entdo existe um par (x,y) € I'y; jd a
propriedade (2) garante que hd um tnico par com esta propriedade. Com isto podemos
dar uma definicdo totalmente abstrata de fun¢do, sem nenhuma mencao de qualquer regra.
Uma relacdo F ¢ X x Y € uma funcdo se

(54) VeeX,(JyeY,((z,y) €T))
mas, também que
(55) Ve X, (Vy,y' e Y, ((((z,y) e F) A ((z,y) € F)) = (y=v')))

Definir uma fung¢do a partir do seu grafico tem a vantagem de, a0 menos em principio, ser
independente de qualquer regra. O ao menos em principio é necessario porque, a ndo ser
que o dominio seja finito, ndo € possivel apresentar todos os pares que constituem o grafico
da funcdo. A saida € descrever o grafico a partir de alguma propriedade comum aos seus
pontos; isto é, a partir de uma regra.

Chegados a este ponto vocé pode estar pensando, talvez ja sem paciéncia: ‘por que ele
ndo ilustra todas as fun¢des como graficos? Ia ser muito mais facil”. Sei disso e concordo;
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entdo, por que ndo hd o desenho de nenhum grafico de funcdo real a vista? A resposta
€ que o compromisso com o enfoque (mais ou menos) axiomdtico ndo me permite. Para
desenhar graficos de fungdes precisamos conhecer os principios basicos da geometria; o
que s6 faremos no capitulo [5| Por isso, sé no capitulo [7] estaremos aptos a desenhar os
graficos que desejamos, sem infringir o acordo ticito sob o qual estamos operando.

Par encerrar, voltaremos aos pares ordenados com 0s quais comecamos a se¢do. A
defini¢do desta no¢do que apresentamos € puramente operacional. Em outras palavras ndao
definimos o qgue é um par ordenado, mas sim como os pares ordenados se comportam.
Podemos contornar este problema, definindo o par ordenado (x, y) como sendo o conjunto
{{z},{x,y}}. Naturalmente, para confirmar que esta defini¢do é satisfatéria precisamos
provar que a propriedade (52) vale para estes conjuntos. Digamos que

r,x'eX e y,y ey,
mas também que
o}, {,y3) = {o'}, {2, 9"}
Suponhamos, primeiramente, que x = x’. Neste caso, {x} = {2’} e podemos ter que
{z,y} = {2'} ou {z,y} ={a"¢}.
Pela defini¢do de igualdade de conjuntos, o primeiro caso s6 € possivel se x = y = 2';
donde

(56) {z} {z, 23} = {{}, {z,¢}}.
Como
{{z} {2, 2}} = {{«}},
podemos concluir de (56) que y’ = z. Portanto, no primeiro caso, z = =’ = y = y’, 0 que
prova (52). Por outro lado,
{z,y} ={" ¢}

equivale a
{z,y) = {9},
pois estamos supondo que ' = x. Logo, ¥’ = y ouy’ = z. Se ¥y’ = y, provamos ao
passo que, ¥y’ = x nos da
{z,y} = {z};

donde y = x; isto é y = x = y' = 2/, que é um caso particular de (52). Finalmente, = # 2’
implica que
{z} = {z'},

{z}={z"y'}.
Mas isto implica que x’ € {x}, o que sé seria possivel se x = z’; 0 que mostra que este
caso ndo pode ocorrer e completa a prova de que a propriedade vale se usarmos
{{z},{z,y}} como definindo (z,vy).

de modo que
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S. Funcoes inversas

Nesta secdo almejamos responder a pergunta: gue condicoes uma funcdo f : X — Y
deve satisfazer para que a regra

(57) 9(y) =z = f(x) =y,

defina uma fungdo g : Y — X ? Em outras palavras, queremos saber para que funcgdes
¢ possivel inverter o sentido da seta de X — Y para Y — X e continuar obtendo uma
funcao.

Para responder a esta pergunta precisamos determinar quais devem ser as propriedades
de f para que g respeite as condi¢des (i) e (ii) da pagina que podemos reformular na
forma:

(i) ndo ha elementos em Y aos quais g ndo associa um elemento de X;

(i) um elemento de Y ndo € associado por g a mais de um elemento de X.

Comecaremos analisando (i), que equivale a

VyeY,(Fre X, (9(y) = )).
Usando a equivaléncia em (57), isto é o mesmo que

VyeY,(Jze X, (f(z) =y)).
Em outras palavras, todo elemento de Y € imagem de algum elemento de X . Logo,

im(f) ={yeY|f(z) =y} =Y.
Quando isto acontece, dizemos que f € sobrejetiva ou sobrejetora. Como vimos na se¢do
[2] a fungdo de Collatz é sobrejetiva, mas ndo a fungdo valor absoluto.

Passando a condig¢do (ii), podemos reformula-la como

Yy eV, (((z=9(y) A (2" = 9(y))) = (z =2")).
Procedendo como na andlise de (i), usaremos (57)), para reescrever esta sentenga como

Vy e Y, ((f(z) =y) A (f(2) =y)) = (z =2"));
segundo a qual dois elementos de X sé podem ter a mesma imagem por [ se forem iguais.
Quando isto ocorre dizemos que f & injetiva ou injetora.

Nem a fungéo valor absoluto, nem a fungéo de Collatz séo injetivas, porque abs(-1) =
abs(1), ao passo que
20
C(3)=3-3+1= 10=?=C(20).
Uma fung@o injetiva bem conhecida € a fung@o linear

ADR—R
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definida por A(x) = ax + b, com a,b € R e a # 0. Para mostrar que esta fungao € injetiva,
suponhamos que A(x) = A(z’). Usando a defini¢do, obtemos

ar+b=ax' +b.

Subtraindo b dos dois lados e multiplicando o resultado por 1/a, encontramos = = ',
confirmando nossa afirmacdo de que esta funcdo € realmente injetiva. Contudo, como
vimos na se¢do 3 im(A) = R de modo que esta fun¢do também é sobrejetiva. Quando
uma fun¢do €, simultaneamente, sobrejetiva e injetiva, dizemos que € bijetiva.

Passando a func@o quadratica; ja sabemos de (50)), que a imagem desta fungdo ndo é

todo o conjunto dos nimeros reais. Portanto, quando a # 0, a funcao
q(z) = ax® + bx + ¢
ndo € sobrejetiva se considerarmos seu contradomininio como sendo todo o conjunto dos
niimeros reais. Para determinar se ¢(z) € injetiva, suponhamos que ¢(x) = g(z’); isto é,
que
ar® +bx +c=a(x')? + bz’ +c.

Subtraindo o segundo lado do primeiro, obtemos
(58) a(x? - (2")?) +b(x - 2') = 0.
Usando produtos notédveis, podemos escrever

(2 - (2')?) = (w - 2")(z + 2").
Aplicando isto em (58], encontramos
(2 -a")(a(z +2") +b) = 0.
Logo, q(z) = g(z") pode ocorrer quando z # 2, desde que
a(r+zx")+b=0
que equivale a dizer que
o Z0r b

T =
a

Portanto, a func¢do quadratica nunca € injetiva se estamos supomos que seu dominio é todo
o conjunto R.

A andlise do inicio desta sec@o pode ser resumida no seguinte teorema; cuja reciproca

serd provada na proxima secao.

TEOREMA 5.1. Se uma funcdo [ : X — Y € bijetiva entdo a regra g(y) = x, sempre
que f(x) =y, define uma funcdo g : ¥ — X.

A fun¢@o g do teorema acima € a inversa de f e é normalmente denotada por f~!. Por
exemplo, para determinar a inversa da fung@o linear \(x) = ax + b basta lembrar que
y—>b
7

y=ar+b<—=ux=
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0 que nos permite afirmar que
A1 R—R
€ definida pela regra
. y-b
A (y) = .
(y) =~

Embora seja sugestivo usar y para o argumento da fun¢do inversa, é claro que a mesma
regra pode ser definida usando qualquer nome para sua varidvel independente.

Cuidado para nio confundir a funcio inversa f~! com a funcio definida pela regra 1/f(z).

Por exemplo,
x—b 1 1

A(x) Tar+b

Neste caso, o dominio de A~ é R; ao passo que o dominio de 1/\(z) é R\ {~b/a}.

Outra fung¢do bijetiva cuja inversa podemos calcular facilmente é
g9+ @~ {0} —Q~ {0},
definida por g(x) = 1/x. Se y é uma fracdo ndo nula, entdo y = 1/ equivale a z = 1/y.

Logo, y = g(1/y), de modo que todo elemento do contradominio é imagem de um tnico
elemento do dominio. Portanto, g € bijetiva e sua inversa € a funcao

g @~ {0} — Q@ {0}

definida por ¢~!(y) = 1/y. Em particular, neste caso, g é sua prépria inversa. Um exemplo
semelhante a este, mas um pouco mais elaborado, € dado pela fun¢do

h:Q~ {3} — Q~ {1}
cuja regra é

h(m)=$+2
T —

Supondo que y # 1 € um elemento do contradominio de h, temos que y estard na imagem
de h se, e somente se,

_r+2
(A
Resolvendo esta equacao relativamente a x, encontramos
3y + 2
x = .
y—1

Logo, como no exemplo anterior, para cada y + 1 existe um tdnico z tal que h(x) = y.
Portanto, h € bijetiva e
QN {1} — QN {3}
tem por regra
3y + 2

W)=
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Ao longo deste livro encontraremos muitos outros exemplos de funcdes inversiveis, especialmente
nos dois capitulos finais.

Para encerrar, faremos uma aplicacdo do que vimos nesta secdo. Se existe uma fungdo
injetiva f : X — Y/, entre dois conjuntos finitos X e Y, entdo a quantidade de elementos
em X € menor ou igual a quantidade de elementos de Y. Para entender o porqué disto, basta
lembrar que, sendo f injetiva, as imagens de elementos distintos de X sdo necessariamente
distintas. Assim,

#X =#im(f) <#Y;
pois im(f) c Y. No caso particular em que f é bijetiva, sua inversa existe e também ¢
bijetiva. Com isso, temos também que

#Y = #im(f7) <#X,

0 que prova o seguinte resultado.

TEOREMA 5.2. Dois conjuntos finitos tém a mesma quantidade de elementos se existir
uma fungdo bijetiva que tem um deles como dominio e o outro como contradominio.

Uma manifestacao simples desta ideia ocorre quando agrupamos elementos aos pares.
Por exemplo, para saber se, em um conjunto formado por bolas amarelas e verdes, as
quantidades de bolas das duas cores sdo iguais, podemos formar pares cujo primeiro
elemento € uma bola amarela e cujo segundo elemento € uma bola verde. Sempre que
a quantidade de bolas verdes for maior ou igual a de bolas amarelas, teremos uma fun¢do
que, a cada bola amarela associa a bola verde que € seu par. Naturalmente, se houver mais
bolas amarelas que verdes no conjunto, algumas destas dltimas ndo fardo parte de nenhum
par e a funcdo ndo serd sobrejetiva. Contudo, a funcdo que corresponde a um pareamento
tem que ser injetiva, porque ndo € possivel usar uma mesma bola verde como segundo
membro em dois pares distintos. Assim, a fun¢do construida a partir de um pareamento
serd bijetiva quando as quantidades de bolas das duas cores coincidirem.

Podemos utilizar esta estratégia para contar, por exemplo, a quantidade de subconjuntos
do conjunto
S={1,2,3,...,n},
a partir do produto cartesiano

B"=Bx---x B
| ——

n VeZes

de n-copias do conjunto B = {0, 1}. Para isto construimos a fungio
n: B" — P(5)
definida pela regra
Gn(bry. . b)) ={i|b;=1}.
Por exemplo,
¢5(1,0,1,1,0) = {1,3,4}
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Note que, embora o argumento de ¢,, seja a n-upla (b1, ...,b,), escrevemos
On(b1,...,b,) emvezde ¢,((b1,...,0,)),
para ndo complicar desnecessariamente a notacdo. Esta fun¢do € sobrejetiva, pois o subconjunto
X ={iy,...,i,}c S
¢ imagem da n-upla

1 seipeX

by.... b, 1 by =
(b1, bn) paraaqual by {0 se ip ¢ X.

Por outro lado, para que duas n-uplas
(brs-oibn) e (V.. 0,)

sejam diferentes € necessdrio que exista pelo menos um indice 1 < k < n tal que by, # 0;.
Mas isto significa que b, = 1 e b = 0, ou vice-versa. No primeiro caso,

ke dn(by,...,b,) mas k¢o,(by,...,0),
e, no segundo,
k¢ o,(bi,...,b,) mas ke ¢p,(by,...,0).
Como, em ambos o0s casos,
Gn(b1, ... by) # (b, ..., D)),

podemos concluir que ¢,, € injetiva. Logo, a quantidade de subconjuntos de S € igual a
quantidade de elementos de B". Como este ultimo conjunto tem 2" elementos, 0 mesmo
vale para o conjunto dos subconjuntos de S.

6. Composicao de fungoes
Sejam f: X — Y e g: Z — W duas fungdes. Quando a imagem de f estd contida
no dominio de g, podemos calcular
g(f(x)) paratodo z € X.
e usar isto para definir uma nova funcao, a composta
gof: X —W,

pela regra
(go f)(x)=g(f(x)) paratodo = € X.

Podemos ilustrar a defini¢do usando o seguinte diagrama
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X im(f)cY
N
\ Z
golf
g
w

Quando g o f existe, seu dominio é sempre igual ao dominio de f e seu contradominio ao
contradominio de g.

Antes de calcular a composta g o f € imprescindivel verificar se a imagem de f esta contida
no dominio de g, se isto ndo ocorrer, a composta ndo existe.

Alguns exemplos ajudardo a entender melhor a defini¢do. Na sec@o [2] definimos as
funcdes
p:L—Z ed:Z—17
que associam, respectivamente, a cada letra maidscula sua posicdo no alfabeto e a cada
numero natural seu dobro. Neste caso,
dop: L —Z
€ a funcdo definida pela regra

(dop)(0) =d(p(£)) =2-p(0),
para toda letra maidscula /. Assim,

(dop)(A)=2-p(A) =2 e (dop)(I)=2-p(I) = 18.
Por outro lado, p o d ndo estd definida, porque a imagem de d é o conjunto dos niimeros
pares, ao passo que o dominio de p € o conjunto £ das letras maitsculas. Para um exemplo
em que ambas as compostas estdo definidas, considere a fun¢do g : Z — Z, definida por
q(n) =n?. Como d e ¢ ttm Z como contradominio, temos que

qod:Z —17 e doq:Z — 7
sdo definidas pelas regras
(god)(n) =q(2n) =4n* e (doq)(n) = d(n®) = 2n>.

Note que g o d # d o g, porque, para que duas fungdes sejam iguais, é necessdrio que cada
elemento do dominio tenha a mesma imagem por cada uma delas, o que ndo ocorre neste
caso.
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Usando a terminologia introduzida no caso dos conectivos légicos e das operagdes
com conjuntos, expressamos o fato da composta de fun¢des depender da ordem em que as
fungdes aparecem dizendo simplesmente que ndo é uma operacio comutativa. Contudo, a
composta € associativa sempre que € vidvel. Para tornar a afirmacdo mais precisa, sejam

f:Z2—W, gY—Z¢eh:X—Y
trés funcoes. Como
im(h) c Y =dominiode g e im(g) c Z = dominio de f

as fungdes fo(goh)e (fog)oh estio bem definidas. Além disso, segue da defini¢cdo de
composta que, para todo x € X,

(fo(geh))(x)=[f((geh)(x))=f(g(h(x)))
e que
((feog)oh)(x)=(fog)(h(x))=f(g(h(x)))

de modo que, pela defini¢dao de igualdade de fungdes, temos
folgoh)=(feog)eh.

Quando f : X — X tem contradominio igual a seu dominio, podemos definir poténcias
de f. Ha duas maneiras equivalentes de fazer isto. A mais ingénua, consiste em dizer que

fn X — X7
quando n € N, é dada pela regra

fr(@) = (forof)(x).

Logo,
fl@)=f(x), fA2)=f(f(2)), f(2)=f(f(f(2)),

e assim por diante. Contudo, € preferivel utilizar a defini¢do recursiva:

f(x) quando n =1
f(f(z)) quando n>1,

porque € mais facil de utilizar em demonstragdes. Para calcular f3(x) usando a defini¢éo

recursiva, vemos que
(@) = F(f*(x)),

(59) /() ={

ao passo que,
f(x) = f(f(2)).
Substituindo a segunda equacao na primeira, obtemos
@) = f(f2(@)) = F(f(f(2))),

que € a mesma resposta encontrada quando utilizamos a primeira defini¢ao.
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Vejamos o que ocorre quando calculamos poténcias da func¢do de Collatz, definida na
secdo [2| Por exemplo,

C(3)=10, C(10)=5 e C(b) =16,
donde, pela férmula recursiva (59),
C3(3) = C(C*(3)).
Usando a mesma forma novamente, desta vez para C?, verificamos que
C*(3) =C(C(10)) = C(5) = 16,
logo
C3(3) = 16.
Contudo, em vez de parar aqui, continuemos a calcular a imagem de 3 pelas poténcias
consecutivas de C,

C*(3)=0(16)=8, C°(3)=C(8)=4, C°4)=0C(4)=2, e C7(2)=1.

Fazendo a mesma coisa com as imagens de 7, obtemos

C(7) =22 C*(7) =11 C3(7) = 34 CY7) =17
C>(7) =52 C5(7) =26 C'(7)=13 C8(7) =40
C(7) =20 C(7) =10 C'(7) =5 C2(7) =16

C13(7) =8 C™(7) =4 C15(7) =2 C19(7) =1,

e estamos de volta em 1. Até onde foi possivel estender os cdlculos, verifica-se que todas
as poténcias consecutivas de C, calculadas em um determinado argumento, acabam por
atingir 1, ainda que, como nestes dois casos, o expoente da poténcia que produz 1 dependa
do valor escolhido para o argumento. Outros exemplos:

C'(11) =1,C*®(13) =1 e C*(17) = 1.

Nao existe uma demonstracdo de que isto sempre acontece. O matematico Paul Erdos
(1913-1996) sugeriu que “talvez a matemdtica ainda nio esteja madura o suficiente para
abordar problemas como este”.

Assim como a adi¢do e multiplicacdo de nimeros inteiros admitem um elemento neutro,
0 mesmo ocorre para a composicao de funcdes. Dado um conjunto X, definimos a funcdo
identidade idy : X — X pela regra

idy(z) = x.

Se Y € um segundo conjunto e f : X — Y € uma funcido, entdo, pela definicdo de
composi¢do de fungdes,

(f o idx)(2) = f(idx(2)) = f(x)
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vale para todo z. Logo, pela definicao de igualdade de funcdes
foidx =f.
Note que ndo podemos calcular idy o f, porque idx tem X como dominio, ao passo que o

contradominio de f € Y. Contudo, nada nos impede de construir a fun¢do idy : Y — Y,
definida pela regra idy (y) = y. Com isso,

(idy o f)(x) = idy (f(2)) = f(2),
que é perfeitamente vdlido, pois f(x) € Y. Desta dltima equacdo e da defini¢do de
igualdade de fun¢gdes podemos concluir que

idy o f = f
Portanto ha duas identidades que podemos compor com uma fun¢do de X em Y: idy, que
pode ser composta a direita, e idy, que pode ser composta a esquerda.

Na se¢do |5, vimos que se f : X — Y é uma fungfo bijetiva entdo sua inversa f! :
Y — X satisfaz

y=f(@) =ax=f"(y).

Podemos expressar isto em termos da composi¢ao de fungdes, observando que, pela equivaléncia
acima,

@)=y =2 e f(f () = f(2) =y,
que podemos reescrever na forma
flof=idx e fof™=idy.
Por exemplo, quando f : Z — 7Z é a funcéo definida por f(z) = x + 1, temos que
f(y) =y -1, donde

(fof N =ffTw)=fy-1)=(y-1)+1=y,
a0 passo que
(flof)x)y=f"(fx)=fz+1)=(z+1)-1=uz,

como esperdvamos. Talvez lhe surpreenda descobrir que uma fun¢do pode ter uma inversa
a esquerda, mas ndo a direita, e vice-versa. Por exemplo, a funcdo

g:4{0,1,2,3,4} — N,
definida por g(n) = n + 5 é uma inversa a direita da fungdo
f:N—1{0,1,2,3,4}
que leva cada nimero natural n em seu resto na divisao por 5, porque, se 0 < r < 4, entdo
(Fog)(r)=f(r+5)=r,
pois, como 0 < r < 4, ele terd que ser o resto da divisdo de r + 5 por 5. Contudo, embora

gof :N—N
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esteja bem definida, a regra
(go f)(n)=g(r)=r+5,
em que 7 € o resto da divisdo de n por 5, ndo € igual a n para nenhum n > 10. Portanto,
go [ # idy.

Logo, f tem uma inversa a direita, que ndo € inversa a esquerda. Mais detalhes sobre
inversas a direita e a esquerda podem ser encontradas nos exercicios[20|e[21] Encerraremos
a se¢do provando a reciproca do Teorema [5.1] da se¢do anterior.

TEOREMA 6.1. Toda fungdo inversivel (a direita e a esquerda) é bijetiva.

DEMONSTRACAO. Seja f : X — Y uma funcio inversivel e seja
1y —X
sua inversa. Como
fof™=id
temos que se y € Y, entdo
FFHy)) = d(y) = .

Logo, fleva f~1(y) € X emy, 0 que mostra que f é sobrejetiva. Por outro lado se x, 2" € X
sdo tais que

f(x) = f(2"),
entdo, compondo a esquerda com f~! dos dois lados da equacéo, encontramos
-1 -1
F(f (@) = (f(@).

Como f~!o f = id, isto equivale a dizer que = = x’. Portanto, f também é injetiva. O

Combinando os Teoremas [5.1] e [6.1] obtemos o seguinte resultado, que resume o que
fizemos de mais importante nesta secao.

TEOREMA 6.2. Uma fungdo é inversivel se, e somente se, é bijetiva.

Este teorema nos deixa livres para, de agora em diante, usar as nocoes de funcdo

bijetiva e de funcao inversivel praticamente como sindnimos. Por isso, de agora em diante,
passaremos de uma nog¢ao a outra sem nem mesmo comentar o que estamos fazendo.
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Exercicios

1. Quais das seguintes maneiras de associar um objeto a outro sdo fungdes?
(a) a cada brasileir(o)a seu cpf;
(b) a cada ponto na superficie na Terra sua latitude;
(c) acada tecla um caractere na tela do computador;
(d) a cada cartdo de crédito VISA um numero de 16 algarismos;
(e) a cada casa ou prédio de uma rua seu nlimero;
(f) a cada casa ou prédio da cidade do Rio seu c6digo postal;
(g) acada palavra do portugués sua primeira letra;
(h) a cada ndmero natural seu consecutivo.

2. Para cada uma das fun¢des encontradas no exercicio 1, determine:

(a) seu dominio; (d) se € injetiva;
(b) seu contradominio; (e) se é sobrejetiva;
(c) suaimagem; (f) se é bijetiva.

3. Determine quais das regras dadas abaixo definem uma funcdo. Caso a regra ndo seja
uma fung¢do, vocé deve explicar o porqué disto.
(@) f1:Z - Ntal que fi(x)=22-2;
(b) fo:N—>Ztal que fo(x) =22 -2;
(c) f3:N—->Qtalque f3(x) =x/(z+1);
(d) f1:Z - Qtalque fy(x)=x/(x+1);
(@) f5:R—>TRtalque f5(z) =x - |z];
() fo: R > Ntal que f(z) = |z);
em que | x| denota a parte inteira do nimero real z.

4. Determine quais das regras abaixo definem fungdes.
hl L — 7 hg 2l — 7

2x se <0 2z se <0
€Xr —— €T ——
-z se x>0 - se x>-1

5. Para cada uma das regras abaixo, determine um subconjunto D c R sobre o qual a
regra define uma funcdo e ache a imagem da funcdo obtida desta maneira.

(@) fi(x)=2z; ) fo(x)=1/a;

(b) folx) = |z -1]; (g) fr(x)=V1+a?
© f3(z)=V2-u; (h) fe(z) =V1-2%
@) fa(z) =V () fo(z) =4/(|z]-3);
(e) f5(x) =2% G) fio(z) =/|z] - 3;
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&) fu(z) =(z-1)/(Vz-T7); (0) fi5(x) = =3 —[2af;

(1) fl?(x):x_[xJ; (p) f16(33'):\/£€2—1+\/1_$2;
(m) fiz(z) =1/(z - |z]); @ fir(z)=VI-z+V2-2;
() fua(x) = 3z - 1)/(3lz] - 1); @) fis(x) =V1- V122

A propésito: a funcdo f,(x) coincide com a fungdo identidade id(x) = x?

. Determine a imagem das func¢des abaixo e indique se a funcdo € ou ndo sobrejetiva.

Quais destas regras definem funcdes injetivas?
(@) f:N->Qtalque f(z)=z/(x+1);
(b) g:R > Rtal que g(x) =x - |z].

. Determine a imagem de cada uma das func¢des de N em N definidas abaixo:

@ fi(z)=z+1;
(b) fa(z) =2x;
©) fol) = a® @ o) =l =",

2z se r € par
(d) fa(x) = { i ;

r+1 sexéimpar.
sex >0

se x < 0.

. Quais das funcdes do exercicio anterior sdo: sobrejetivas? injetivas? bijetivas?

. Calcule a foge go f para cada par de fungdes de R em R descritas abaixo:

(@) f(zr)=2zeqg(x)="Tr ) f(r)=2zeg(x)=2-3;
(b) f(z)=2xeg(x)=92%+1, d) f(z)=2%eg(z)=-Tx.

Considere as fungdes
f R—R g :[0,+00) — R h:R—R
x— 23 x— /T T — 2.
Calcule as compostas abaixos que estiverem bem definidas:
feg, foh, fof, gog, hog, hof, hoh gof, goh

Considere as fungdes
f:R—R g :[0,1] — R h :R~{1/2} — R
x—3x+1 r— V-22+22+6 x— 9x/(2x - 1).
Calcule as compostas abaixos que estiverem bem definidas:
feg, foh, fof, gog, hog, hof, hoh, gof, —goh.
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Considere as fungdes
f R—R g :[0,400) — R h:(0,1) —R
T — 13 T — 22 x— x/2.

Calcule as compostas abaixos que estiverem bem definidas:
feg, foh, fof, gog, hog, hof, hoh gof, goh

Considere as fungdes
g1 L~ 7 go :Z - N
x se x € par -2x se x<0
T~ x
-z se x é impar 2x+1se x>0

(a) Calcule, as fungdes compostas g1 © g2 € g2 © g;.

(b) Determine quais das duas func¢des do item (a) sao bijetivas e calcule suas inversas
indicando seus dominios e contradominios. Caso a funcdo ndo seja bijetiva vocé
deve explicar porque.

Escreva cada uma das fungdes abaixo na forma f o g, em que f e g sdo duas fungdes
de R em R. Por exemplo, a fungdo h(x) = /z — 2; pode ser escrita na forma desejada
tomando-se f(z) =\/zr e g(x) =z - 2.

(@) hi(z) =vVa?+1; ©) ha(x) = /]al;
(b) ha(z) = Va3; (d) hy(z) =V2%—T22 -0,

Dizemos que uma fung¢do f: R — R ¢
par : se f(-z) = f(z), paratodo x € R;
impar: se f(-z) = -f(z), para todo x € R.
Por exemplo, fungdo h;(x) = x é impar, ao passo que hy(x) = 22 é par. Prove que:
(a) a composta de duas fun¢des impares é uma funcdo impar;
(b) a composta de duas fungdes pares € uma funcao par;
(c) a composta de uma fun¢do par com uma fun¢do impar, em qualquer ordem, € uma

funcdo par.
Calcule uma inversa para cada uma das funcdes abaixo, restringindo seu dominio e
imagem, quando necessdrio:
@ fi(z)=-2% (d) fa(z) =1/
(b) fa(x) =2 -5z +6; @ fs(x) = (x-1)/(x-2);

© fs(z) = |zf; ® fo(x) = (x-2)/(x-1).



17.

18.

19.

20.

21.

22.

EXERCICIOS 105

Para cada uma das regras abaixo: determine o maior dominio que torna a fungdo
injetiva, a imagem correspondente e a inversa da funcdo bijetiva construida a partir
do dominio e imagem que voc€ encontrou.

@ fi(z)=(z-1)/(z-2); (h) fs(z) = V=2%+ 2z +6;
(b) fo(x) = 2% -5z +6; (i) fo(z)=x/(x?+1);

©) f3(z)=(z-1)/(z*+3); () fio(z) =z/|lz-1];

d) fa(z) = (2 + 2)/(93'2 +1); &) fir(z) =23 +1;

e fs(r)=Va?- () fia(z) =2/(1-22);

) fo(x) = abs(ﬁ) (m) fiz(x) = (z+1)/(2*+1);
(&) fr(z) = |2 - 1]; ) fia(x) =27

Sejam a < b nimeros reais. Uma fungdo f : (a,b) «— R é crescente se

Vr,y e (a,b),((z <y) = f(z) < f(y))-

Mostre que funcdo crescente € injetiva.

Se f e g sdo funcdes crescentes de R em R, quais das seguintes fungdes sio crescentes?
@ f+g;

() f-9;

(©) foy.

A fungdo g : Y — X é uma inversa a direita dafungdo f : X — Y se fog = idy.
Mostre que uma func¢do € sobrejetiva se, e somente se, admite uma inversa a direita.

A fungdo f : X — Y € uma inversa a direita da funcdo g : Y — X se fog = idy.
Mostre que uma funcdo € injetiva se, e somente se, admite uma inversa a esquerda.

Sejam X, Y e Z trés conjuntos e F(Y, Z) o conjunto cujos elementos sdo as fungdes
com dominio em Y e contradominio em Z. Uma fun¢do

f:XxY —Z
pode ser interpretada como a fun¢do
F:X—3Y,2)
que leva z € X na fun¢do
fo¥Y — 2
definida por f,(y) = f(x,y). O processo que converte f em F' é chamado de currying,

em homenagem ao 16gico Haskell Curry (1900-1982). Aplique o processo de currying
a cada uma das fung¢des de Z x Z — Z dadas abaixo:

(@) f(m,n)=|n—-ml;

(b) g(n,m) =2mn-1;

(c) h(n,m) =n?+2m+T,
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(d) p(n,m)=n3-3m?-2nm+ 1.

23. Sejam X, Y e Z trés conjuntos e F(Y, Z) o conjunto cujos elementos sdo as fungdes
com dominio em Y e contradominio em Z. O processo que converte uma funcio
G: X — F(Y,Z) em uma fungdo g : X xY — Z é chamado de uncurrying.
Defina como ¢ deve ser construida a partir de G' de modo que aplicando uncurrying ao
currying de f : X xY — Z retorne a funcio f.



CAPITULO 5

Geometria

Neste capitulo investigaremos a geometria dos tridangulos de maneira semelhante ao
que fizemos com os ndmeros reais. Assim, depois de estabelecer alguns axiomas basicos,
provaremos varias propriedades dos triangulos, que serdao usadas nos capitulos que tratam
de trigonometria e dos gréficos de funcdes.

1. Introducao

Como vimos na secdo [5| do capitulo [T} ainda que todas as proposi¢des do Livro I dos
Elementos devessem ser provadas usando, como ponto de partida, apenas cinco postulados
e oito no¢des comuns, ja na antiguidade, vdrios matemdticos chamaram a atencdo de
que isto ndo ocorre. No caso da Proposi¢do 4, por exemplo, Euclides prova o caso de
congruéncia de tridngulos conhecido como LAL (Lado-Angulo-Lado) movendo um triin-
gulo sobre o outro; veja p. [[25] Contudo, além de nenhum postulado tratar do movimento
de figuras, nenhuma das definicdes explicita que duas figuras sdo congruentes quando
uma pode ser perfeitamente sobreposta a outra. Como argumentos de sobreposi¢do sdo
raramente usados nos Elementos, é possivel que o préprio Euclides tivesse consciéncia que
sua defini¢@o era problematica.

H4 duas maneiras de contornar este problema. A primeira consiste em definir exatamente
o que deve ser entendido pelo movimento de uma figura e o qué significa que uma figura
pode ser perfeitamente sobreposta a outra. Por isto em prética € mais dificil do que possa
parecer, porque as propriedades requeridas pelos movimentos ndo sdo faceis de aplicar.
Por isso ndo adotaremos esta solucdo neste livro, apesar de ser a mais satisfatoria do ponto
de vista de nossa intui¢do geométrica.

A segunda maneira de contornar o problema € a que foi a adotada por David Hilbert em
seu livro Fundamentos da Geometria Hilbert| (1910). A ideia € introduzir, como axioma,
o caso de congruéncia de triangulos provado por Euclides na Proposicao 4, mencionada
acima, e usd-lo para demonstrar os demais casos de congruéncia. Desde entdo, esta tem
sido a maneira mais comumente adotada para introduzir de maneira precisa a congruéncia
de tridngulos.
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Os enfoques da geometria adotados por Hilbert e Euclides tém em comum a auséncia
de qualquer tipo de medi¢do. Ainda que isto possa ser justificado em termos do que
almejavam fazer, tornar esta escolha precisa requer uma grande quantidade de axiomas,
o que a torna inadequada em um livro elementar. Para evitar estes problemas, adotaremos,
neste livro, um terceiro enfoque, introduzido por George Birkhoff (1884-1944) em 1932,
com o objetivo de simplificar a exposi¢do axiomaética da geometria elementar. Este enfoque
€ apresentado por Birkhoff no artigo |Birkhoff| (1932) e também no livro Birkhoff, Beatley
(1959)), escrito em colaboragdo com Ralph Beatley.

A principal diferenca entre o sistema de Birkhoff, e o que fora proposto por Hilbert, esta
na introdu¢do de axiomas que explicitam como devemos proceder para medir comprimentos
e angulos. Além de nos permitir tratar os problemas de geometria de maneira mais natural,
a escolha de Birkhoff também permite que trabalhemos com um nimero menor de axiomas.
A grande desvantagem deste enfoque é a necessidade de usar nimeros reais para efetuar
estas medidas porque, como vimos no capitulo [3| descrever estes nimeros de maneira
rigorosa € bastante dificil. Portanto, em nosso tratamento da geometria usaremos, sistematicamente,
as propriedades dos niimeros reais enunciadas nas secdes [3| @] e [5| do capitulo

Dito isto, € necessdrio fazer uma ressalva. Se vocé comparar os axiomas estabelecidos
por Birkhoff com os que apresentaremos neste capitulo, verd que nao seguimos sua apresentacao
arisca. Para evitar algumas demonstracdes, bastante delicadas, de resultados que parecem
6bvios, optamos por introduzir alguns axiomas que, no tratamento dado por Birkhoff, sao
consequéncia de outros axiomas. Em outras palavras, nossos axiomas nao sao independentes
uns dos outros. Além disso, embora sigamos Birkhoff ao tratar congruéncia como um caso
especial da semelhanca; preferimos incluir como axioma uma generaliza¢ao do caso ALA
(Angulo-Lado-Angulo) de congruéncia, ao passo que Birkhoff adota uma generalizacio
do caso LAL (Lado-Angulo-Lado).

Uma questdo que se pde quando tratamos, matematicamente, um assunto de carater tao
visual quanto a geometria plana é o papel das figuras nas demonstracdes. Na geometria
grega, elas desempenhavam um papel absolutamente fundamental. Apesar disto, algumas
das figuras nos manuscritos que chegaram até nds parecem ter sido deliberadamente desenhadas
com distor¢des, seguindo, talvez, o adagio segundo o qual a geometria é a arte de argumentar
corretamente a partir de figuras erradas. Embora todos os nossos argumentos tenham
que ser respaldados nos axiomas, ou em resultados anteriormente provados, utilizaremos
figuras, tanto para ilustrar certos resultados, como para nos inspirar em como fazer uma
demonstracdo. O perigo a evitar, sobretudo no ultimo caso, é o de ndo nos deixar levar pela
figura e, com isso, fazer afirmacdes que ndo podem ser justificadas com base nos axiomas.

Finalmente, uma observagio sobre terminologia. E costume rotular resultados de
lemas, teoremas, ou coroldrios, dependendo de sua importancia e do papel que desem-
penham. Normalmente, os resultados mais importantes sdo chamados de teoremas, do
verbo grego que significa “contemplar”. Ja um resultado cujo papel € apenas o de auxiliar
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na demonstragdo de um teorema é rotulado como lema, do verbo grego “tomar”, porque
um lema € um resultado que se toma como verdadeiro na demonstracdo de um teorema.
Finalmente, diremos que uma consequéncia facilmente deduzida de um teorema € um
coroldrio, do latim “corollarium”, que significa uma coisa que ¢ dada gratuitamente, um
presente.

2. Retas e pontos

Por um plano entenderemos um conjunto infinito P, cujos elementos chamaremos de
pontos. Como fizemos com os nimeros reais, nossa analise deste conjunto sera feita a partir
dos axiomas que estabeleceremos para alguns de seus subconjuntos. O mais fundametal
destes subconjuntos sdo as retas, que sempre suporemos serem subconjuntos proprios e
ndo vazios. Portanto, nenhuma reta pode conter todos os pontos do plano. Os primeiros
axiomas tratam, justamente, da relacio entre retas e pontos.

Como estamos estudando geometria plana, todos os pontos que considerarmos pertencerao
ao plano [P, que estamos supondo ser tinico. Com isso, podemos dizer simplesmente “P é
um ponto”, sem precisar acrescentar “do plano”.

AXIOMA DE INCIDENCIA. Dois pontos distintos definem uma e somente uma reta.

Denotaremos por AB a reta determinada pelos pontos A # B do plano. Esta notag¢do
sO € vidvel porque, pelo axioma de incidéncia, dois pontos do plano sempre definem uma,
€ nao mais que uma, reta. Antes de provar nosso primeiro teorema, precisamos de um
pouco de terminologia. Quando trés pontos pertencem a uma mesma reta, diremos que sao
colineares; ja duas retas que ndo t€ém ponto em comum sdo chamadas de paralelas. Note
que, segundo esta defini¢do, uma reta ndo € paralela a ela propria.

TEOREMA 2.1. Se duas retas distintas ndo sdo paralelas, entdo tém exatamente um
ponto comum.

DEMONSTRACAO. Sejam {; e /5 duas retas distintas que nao sio paralelas. Queremos
provar que ¢; N ¢, consiste em apenas um ponto. Como, por hipdtese, as retas nio sdo
paralelas entdo, por defini¢do, t€m que ter pelo menos um ponto P em comum. Suponha-
mos, por contradi¢do, que () # P seja um segundo ponto de interse¢do das mesmas retas.
Neste caso, pelo Axioma de Incidéncia, ¢, e /5 t€m que coincidir, contradizendo a hipétese
de que sdo distintas. Logo, nenhum ponto de ¢, diferente de P, pode pertencer a ¢, 0 que
prova o teorema. O

Nosso primeiro axioma trata, apenas, das posi¢des relativas de pontos e retas, mas nao
nos permite fazer nenhuma medicao no plano. Para isso precisamos do préximo axioma.

AXIOMAS DE DISTANCIA.
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Primeiro: Existe uma fungdo d : P x P — [0,+00), chamada de distancia, que
a cada par de pontos (A, B) associa um niimero real ndo negativo d(A, B), de
modo que d(A,B) = d(B,A) e d(A, A) = 0, quaisquer que sejam os ponto A e
B do plano.

Segundo: Dada uma reta { do plano e um ponto O € { existe uma bijecdo v : { — R
tal que

2(0) =0 e |z(P) - z(Q)| = d(P,Q),

quaisquer que sejam P, () € (.

A fungdo = tem o papel de dotar a reta sobre a qual é definida de coordenadas. Por
isso diremos que = é uma funcdo coordenada para ¢, com origem em O. Sempre que
conveniente, escreveremos x p, em vez de x(P) para a imagem de P por z. Note que a
funcdo d desempenha um papel essencial no Segundo Axioma. Sem ela, ndo teriamos
como comparar as distancias entre pontos estabelecidas pelas fun¢des coordenadas de
diferentes retas.

Antes de passar as consequéncias dos Axiomas de Distincia, precisamos nos perguntar
sobre a unicidade das fungdes d e x, estabelecidas nestes axiomas. A primeira coisa a notar
¢ que, se o € um niimero real positivo, entdo a funcdo d’ definida por d’( A, B) = ad(A, B),
quaisquer que sejam os pontos A e B, também satisfaz as propriedades do Primeiro Axi-
oma. Isto ndo é surpreendente, porque, ao multiplicar d por «, apenas alteramos a escala
com que as distancias estdo sendo medidas. Passando ao Segundo Axioma de Disténcia,
o préximo teorema mostra que, supondo fixadas a fungdo d e a reta ¢, as escolhas de
coordenadas para ¢ sao bastante limitadas.

TEOREMA 2.2. Se { é uma reta e x e x' sdo fungdes associadas a { e aos pontos O e
O' de ¥, entdo
x(P)+x'(0), paratodo P €l

z'(P) = ou
—-z(P) +2'(0), paratodo P e€l.

DEMONSTRACAO. Definindo
z"(P)=2'(P)-2'(0)
para todo P € ¢, obtemos uma nova funcio bijetiva 2’ : ¢ — R, que satisfaz
z"(0) =2'(0)-2'(0) =0
e também
2" (P) - 2"(Q)| = |(2"(P) - 2"(0)) - (2"(Q) - 2'(0))| = [2'(P) - #"(Q)| = d(P, Q),

sempre que P, () € ¢. Comecaremos investigando as possiveis relagdes entre '/ e x. O
Segundo Axioma de Distancia nos permite afirmar que

(60) 2(A) = x(B)| = |2"(A) - 2" (B))|,
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quaisquer que sejam os pontos A, B € ¢, porque estes dois nimeros sdo iguais a d( A, B).
Suponhamos, por contradi¢éo, que existam pontos ) e )’ em ¢ \ {O} tais que

2"(Q) = x(Q) mas 2"(Q") = —x(Q').

Somando estas duas equacdes, obtemos

2"(Q) +2"(Q") = 2(Q) - 2(Q).
Combinando isto com (60),

[2"(Q) + 2"(Q")] = [2"(Q) - 2"(Q")],
que s6 é possivel se z”(Q) = 0 ou 2"’ (Q") = 0. Como x é uma fungéo bijetiva, isto implica
que ) = O ou ) = 0, levando a contradi¢do desejada. Portanto,

x"(P) =x(P) paratodo P e/,

ou,entao,
z"(P) =-x(P) paratodo P €/.

Para obter o resultado desejado, basta lembrar que, por definicdo, 2" (P) = z/(P) — x'(O).
0J

René Descartes foi o primeiro a enunciar de forma precisa a relacdo entre nimeros
e pontos de uma reta codificada no Segundo Axioma de Distancia. No inicio de sua
Geometria (Descartes, 1997, p. 3), ele afirma que

[tlJodos os problemas de geometria podem ser facilmente reduzidos a
termos tais que sO hd necessidade de conhecer certas linhas retas para sua
constru¢do. E, como toda a aritmética ndo € composta sendo de quatro ou
cinco operacdes, que sdo a adi¢do, a subtragdo, a multiplicagdo, a divisao
e a extracdo de raizes, que podemos tomar por uma espécie de divisao,
assim, ndo hd outra coisa a fazer em geometria, no que diz respeito as
linhas que procuramos, que lhes adicionar ou subtrair outras [linhas].
Ou, tendo um segmento, que chamarei de unidade para melhor relacioné-
la aos nimeros, e que pode, em geral, ser escolhida de maneira arbitréria,
e, sendo dadas duas outras linhas, podemos encontrar uma quarta que
estd para uma delas, como a outra estd para a unidade, o que € o mesmo
que a multiplicacao.

Seguindo o costume corrente na sua época, Descartes usava palavra linha para descrever,
tanto uma reta, quanto um segmento de reta. Na secdo [5] voltaremos a examinar este texto
de Descartes para esclarecer a meng¢ao que ele faz a multiplicagio como propor¢ao entre
segmentos.

O axioma que trata da medicdo de distancias tem vdrias consequéncias simples que
enunciamos a seguir.
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COROLARIO 2.3. Toda reta tem uma infinidade de pontos.

DEMONSTRACAO. Sejam ¢ uma reta e O um ponto de ¢. O Segundo Axioma de
Distancia estabelece a existéncia de uma func¢do bijetiva que a cada ponto de ¢ associa
um ndmero real. Como o conjunto dos nimeros reais € infinito, a bijetividade da funcdo
garante que ¢ é um conjunto infinito de pontos, provando o coroldrio. 0

Como consequéncia dos axiomas de incidéncia e distancia podemos provar que o plano
contém uma infinidade de retas.

COROLARIO 2.4. Por um ponto qualquer, fora de uma reta, passam infinitas retas
distintas que intersectam a reta dada.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ uma reta do plano. Como, por definicdo, nenhuma reta
contém todos os pontos do plano, existe um ponto O fora de /. Mas, pelo Axioma de
Incidéncia, para cada ponto P € ¢ existe uma reta rp que contém a ambos. Suponhamos
que @ # P é outro ponto de £ e que 7 é areta por O e (. Entdo, pelo teorema 2.1}

rpnl={P}#{Q}=rgn¥,

de modo rg # rp. Logo, retas que passam por O e por pontos distintos de ¢ ndo podem
ser iguais. Para finalizar, basta lembrar que, pelo coroldrio ¢ tem uma infinidade de
pontos. 0

A medicao de distancias, nos permite definir, de maneira rigorosa, segmentos e semirretas.
Sejam A e B dois pontos do plano e ¢ a reta que contém a ambos. O segmento AB é
definido a partir da fungdo = que atribui coordenadas a ¢ e se anula em um ponto O € /.
Quando x4 < z g, definimos

AB={Pel|xa<xp<ap};
ao passo que, quando x4 > xp, 0 segmento sera
AB={Pel|xp>xp>xp}.

Assim, usamos a ordenacao dos nimeros reais, € o fato da funcio coordenada ser bijetiva,
para ordenar os pontos de ¢ e com isso definir o que significa um de seus pontos estar
entre outros dois. Note que, por estas defini¢des, AB e BA sempre representam o mesmo
segmento, cujo comprimento é a distdncia d( A, B) entre os pontos que o definem.

Para definir uma semirreta, precisamos de uma reta ¢ e um ponto O € ¢. Escolhemos,
entdo, uma func¢do coordenada x associada a £ e O. O ponto O divide a reta em duas
semirretas, definidas por

s;={Pel|lzp>0} e 5.={Pel|zp<0}.
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—>
Se P # O também escrevemos O P para designar a semirreta que contém P e comega em

0.

Antes de encerrar a secdo, convém fazer uma observacao sobre notagdo. Na medida do
possivel, denotaremos pontos do plano por letras maidsculas e retas por letras mintsculas
do alfabeto romano. As minusculas do alfabeto grego serdo reservadas para angulos, que
definiremos na préxima se¢ao.

3. Angulos e tridngulos

Como definiremos o interior de um angulo como uma interse¢ao de semiplanos, precisamos
de uma axioma que especifique de que maneira uma reta subdivide um plano.

AXIOMAS DE SEPARACAO.

Primeiro: Os pontos do plano fora de uma reta podem ser agrupados em dois
subconjuntos disjuntos, ndo vazios, chamados de semiplanos, que contém todos
os pontos do plano que estdo fora da reta.

Segundo: Se S é um dos semiplanos em que uma reta { divide o plano, entdo P, () €
S se, e somente se, o segmento P() ndo intersecta a reta (.

Q/

FIGURA 1. A reta / e seus dois semiplanos.

Denotaremos por Sy e S; os dois semiplanos em que a reta ¢ divide o plano. Pelo
Primeiro Axioma de Separagdo, temos que

P=S,ulus,.
< . . .
Quando ¢ = O A escreveremos simplesmente So4 € S(, 4. A ﬁgurallustra os dois casos

que podem ocorrer quando dois pontos fora de uma reta sdo unidos por um segmento,
conforme o Segundo Axioma de Separacao. Quando P e () estdo em um mesmo semiplano,
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denotado por S; na figura, todo o segmento P() estd contido em S,. Por outro lado, se
PeSpe Q' €S, entdo o segmento P()’ necessariamente intersecta a rela £.

Frequentemente nos referiremos aos semiplanos em que a reta ¢ divide o plano como
os lados de uma reta. Assim, o Segundo Axioma de Separacdo também pode ser enunciado
dizendo que dois pontos P e () estdo de um mesmo lado de uma reta se todo o segmento
PQ estd contido deste mesmo lado da reta.

Com isso podemos passar a definicdo de angulo. Sejam O, A e B trés pontos ndo
colineares. Se B € Spa e A € Spp, entdo o dngulo < AOB ¢ a regido do plano entre as

— ——
semirretas OA e OB. Isto sugere que o angulo <t AO B deveria ser definido como a regido
Soa N Sop, que € a regido cinza na figura[2] Entretanto, como é conveniente incluir os

pontos das semirretas OA e OB entre os pontos do angulo s AO B, diremos que

JAOB = (SOA N SOB) @] (T‘lu (_)E

Por isso, vamos nos referir a regido Sp4 N Sop como sendo o interior do Angulo.

SoaN Son

FIGURA 2. Angulo < AOB.

Quando a intersecao entre dois angulos coincide com uma das semirretas que os definem,
dizemos que sdo adjacentes. Na figura[3Jos angulos X AOA’ e L A’O B sao adjacentes, e 0
mesmo vale X A’OB e < B’OB; contudo, < AOA’ e << BOB’ ndo sdo adjacentes.

Nosso proximo conjunto de axiomas especifica como mediremos angulos. Faremos
isto em duas etapas, de maneira semelhante ao que foi feito quando definimos medidas de
segmentos.

AXIOMAS DE ANGULOS. Seja A o conjunto dos dngulos do plano.

Primeiro: Existe uma funcdo rad : A — [0,7], que a cada dngulo do plano
associa um niimero real rad(AOB) € [0, 7], de modo que, se C € < TAOB, entdo

rad(AOB) = rad(AOC) + rad(COB).
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FIGURA 3. XAOA’ e < BODB’ sdo adjacentes.

Segundo: Se ¢ é uma reta, O e P sdo pontos distintos de { e Sy é um dos semiplano

em que { divide o plano, entdo a fungdo que a cada semirreta OA c Syul associa
rad(POA) define uma bijecdo entre as semirretas de S, U ! e o intervalo [0, ].

Usaremos a expressao aditividade da medida de dngulos quando quisermos nos referir
a propriedade referente a soma de dngulos adjacentes enunciada no Primeiro Axioma de
Angulos.

Nossa escolha de unidades para medir angulos requer uma justificativa. Ha trés unidades
diferentes para medir angulos: graus, grados e radianos. A medi¢do em graus € a mais
antiga. Ela foi inventada na Mesopotamia, cujo sistema de numeragdo era sexagesimal,
o que explica porque um angulo de meia volta seja igual a 180° = 3 - 60°. A medida em
grados € decimal. Ela foi inventada na época da Revolucao Francesa e € uma das medidas
oficiais de angulo na Unido Europeia. A medida em radianos, adotada neste livro, é,
de certa maneira, a mais natural, porque 7 corresponde ao comprimento da metade de
uma circunferéncia. Comecamos nossas aplicacdes dos axiomas de medida de angulos
determinando quais angulos que medem 0 e quais medem 7.

TEOREMA 3.1. Sejam O, A + O e B trés pontos.
—
(a) rad(AOB) =0 se, e somente se, B € OA.

<>
(b) rad(AOB) = 7 se, e somente se, B pertence a reta OA, mas ndo a semirreta

OA.

DEMONSTRACAO. Como
Ae3A0A =04
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temos, pelo Primeiro Axioma de Angulos, que
rad(AOA) + rad(AOA) = rad(AOA),

de modo que rad(AOA) = 0. Logo, pela bijetividade do segundo axioma, ndo pode existir
nenhum outro angulo, com vértice em O cuja medida seja zero radianos de nenhum dos

dois lados de <O_1)4

<> —> <—>
Suponhamos, agora, que B € OA \ OA. Se C' é um ponto de um dos lados de O A, o
Primeiro Axioma de Angulos nos permite afirmar que

rad(AOB) = rad(AOC) + rad(COB) > rad(AOC).

Mas, por (a), se C' ¢ 0—1)4 entdo rad(AOC') > 0; donde
0 < rad(AOC) < rad(AOB) <,

para todo C' de um dos lados de AB. Logo,
(61) m < rad(AOB) <,

pois, pelo Segundo Axioma de Angulos, seja qual for o lado de AB que estejamos considerando,

existe uma semirreta que forma com O A um angulo igual a 7. O item (b) é uma consequéncia
imediata de (61). O

Para podermos distinguir com precisao entre o conjunto de pontos que corresponde
a um segmento de reta e seu comprimento, e entre a regido do plano que corresponde a
um angulo, e sua medida em radianos, precisamos introduzir as fungdes d e rad. Tendo
passado desta etapa, podemos ser mais flexiveis e simplificar um pouco nossa notacao.
Faremos isto usando AB para denotar tanto o segmento definido pelos pontos A e B,
quanto seu comprimento d(A, B). De maneira semelhante, x AOB sera utilizado para
denotar um angulo e sua medida em radianos rad(AOB).

Nosso préximo teorema, requer uma definicdo. Suponhamos que ¢; e /5 sejam duas
retas que se intersectam no ponto O e sejam A;, B € /1 em semiplanos diferentes relativamente
alye Ay, By € {5 em semiplanos diferentes relativamente a ¢;, como ilustrado na figura 4]

Os angulos < A10 As e < B10 By sdo opostos pelo vértice, e 0 mesmo se aplica a s A;0 By
€ {AQOBl .

TEOREMA 3.2. Angulos opostos pelo vértice tém a mesma medida.

DEMONSTRACAO. Se
a=rad(A20A4,), [ =rad(B:0OBy) e v=rad(A;0Bs);
como na figura[d] entao

o+ v = rad(AQOAl) + rad(AlOBg) = I"ad(AQOBQ) =T,
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FIGURA 4. Angulos entre retas que se intersectam no ponto O.

pois As, O e By pertencem, todos trés, a reta /5. Analogamente,
v+ = rad(A10By) + rad(ByOB;) = rad(A;0By) = 7.

Em particular, o + v = § + v; donde o = (3, como queriamos mostrar. Um argumento
semelhante mostra que rad(A;0Bs) = rad(A20By). O

Com isto podemos definir a nocao de perpendicularidade entre retas. Sejam ¢ e ¢’ duas
retas que se cortam no ponto O e sejam P € ¢ e P’ € {' pontos diferentes de O. As retas ¢
e ¢’ sdo perpendiculares quando rad(POP’) = w/2. Neste caso, também dizemos que o
angulo entre ela € reto.

A primeira vista, esta definicio deixa muito a desejar, ja que estabelece a perpendicula-
ridade entre retas a partir da escolha de um par de semirretas, uma em cada uma das retas.
O problema € que ha quatro maneiras possiveis de escolher entre estas semirretas. Assim,
para que a definicdo faca sentido € necessario provar que todas as escolhas produzem
angulos retos. Usando, ainda, a notagdo da figura 4], suponhamos que « seja um angulo
reto. Como,

a+v=rad(A20B,) =,

temos que v = 7/2. Por outro lado, como « e /3 sdo opostos pelo vértice, entdo também
medem 7/2. Finalmente, como § + ¢ = 7, entdo § também é um angulo reto. Portanto,
se o angulo formado por um dos pares de semirretas, contidas uma em cada uma das retas
distintas, é reto, o mesmo tem que ser verdade para todos os outros. Com isto estamos
prontos para definir o principal objeto de estudo deste capitulo.

Sejam A, B e C trés pontos ndo colineares. O tridngulo de vértices A, B e CC,
que denotaremos por A ABC, é a unido dos segmentos AB, AC' e BC. Chamamos estes
segmentos de lados do AABC'. Ja < BAC, < ABC e s ACB sao os dngulos internos do
AABC que também denotaremos, simplesmente, por <A, <B e <C. Frequentemente



118 5. GEOMETRIA

vamos nos referir a BC' como o lado oposto ao vértice A e vice-versa. Analogamente, AC
e AB sdo os lados opostos aos angulos < B e (', respectivamente. Supondo que

CESAB, BESAC € AESBC
podemos definir o interior do & ABC' pela interse¢ao
SapnSacnSpe.

Encerraremos a secdo provando um resultado simples sobre tridngulos, que serd usado
em muitos exercicios. Como aparece como um dos axiomas introduzidos por M. Pasch
em suas Ligcoes de geometria moderna, este resultado € frequentemente chamado axioma
de Pasch. Optamos por inverter a ordem usual e tratd-lo como um teorema, porque seu
enunciado € bem menos acessivel a nossa intuicdo que as propriedades dos Axiomas de
Separacdo.

TEOREMA 3.3 (Axioma de Pasch). Seja A ABC um tridngulo. Se B’ € AB é diferente

<>
de Ae Bel+ AB ¢é uma reta que contém B’, mas ndo intersecta BC, entdo ( intersecta
AC em um ponto diferente de A e C.

FIGURA 5. Posigdo dos pontos e retas no Teorema 3.3]

DEMONSTRACAO. Como B’ € / n AB é diferente de A e B, o Segundo Axioma de
Separacdo nos garante que A e B estdo em semiplanos distintos relativamente a £. Digamos
que A€ Spe BeS). Como/¢nBC = @ entdo C estd no mesmo semiplano que B,
relativamente a /. Logo, C € S;. Portanto, pelo Segundo Axioma de Separacdo

(CY=ACn(+o.

<~
Finalmente, se C’" = A, entdo ¢ = AB, ao passo que, se C’ = B, entdo { n BC' + @. Como
estas afirmacgdes sdo, ambas, falsas, a demonstracdo do teorema esta completa. 0J
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Por fim, um comentario sobre notacdo. Até aqui usamos AB para designar o segmento
de reta definido pelos pontos A e B e d(A, B) para a distancia entre estes pontos. Ana-

logamente, usamos <x PO() para denotar o angulo formado pelas semirretas OP e OZQ) e
rad(POQ)) para a medida deste dngulo em radianos. Ainda que, do ponto de vista formal,
estas distin¢Oes sejam necessdrias, elas levam a uma multiplicagdo da notagdo que é um
pouco incoveniente. Evitaremos isto, de agora em diante, usando AB para denotar tanto
o segmento quanto sua medida e & PO() para denotar tanto o dngulo quanto sua medida.
Este € um caso tipico de “abuso de notagdo”, que ocorre sempre que abreviamos algo
usando uma notacdo que nao € formalmente correta. O risco de confusido, embora exista,
¢ muito pequeno. Por exemplo, ao escrever P € AB, estamos considerando AB como
um conjunto e, portanto, neste caso trata-se do segmento AB; ja em AB/AC, tanto AB,
quanto AC' denotam niimeros, caso contrario ndo poderiamos dividi-los.

4. Paralelas

Neste capitulo comegamos nosso estudo das propriedades dos tridngulos. Porém, para
isto, precisamos de um axioma que nos permite determinar quando duas retas sdo paralelas.
Para tornar o axioma mais fécil de interpretar, € conveniente introduzir a seguinte definicao.
Sejam

<~ > >
AB, A'B" e AA’
A ~
trés retas do plano e suponhamos que B e B’ estdo de um mesmo lado de AA’. Neste
<>
caso diremos que x BAA’ e 4 B’ A’ A sdo os dngulos internos de um mesmo lado de AA’,

<> <>
relativamente as retas AB e A’B’. A posicdo relativa das trés retas € ilustrada na figura IEL
em que os angulos internos rotulados como « e o'.

FIGURA 6. Angulos internos do um mesmo lado de uma reta.

Com isto estamos prontos para enunciar 0 axioma, cuja inspira¢do remonta ao famoso
quinto postulado dos Elementos de Euclides
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AXIOMA EUCLIDIANO. Duas retas { e l' que cortam uma terceira reta v em pontos
distintos tém um ponto de intersec¢cdo em um dos lados de r se e somente se, a soma dos
dngulos internos formados por { e ', deste mesmo lado, é menor do que .

Na notagéo da figura[6] a condicao que aparece no axioma implica que se o + o/ < 7

“——> >

entdo AB e A’B’ tém um ponto de intersecdo no mesmo lado em que estdo B e B’. Como

veremos em breve, o axioma nao € verdadeiro se os dois angulos ndo estdo em um mesmo
<>

lado de AA’. Este axioma tem varias consequéncias importantes, a primeira das quais é o

seguinte corolério, obtido a partir das contrapositivas das duas implica¢des do axioma.

COROLARIO 4.1. Duas retas { e {' sdo paralelas se, e somente se, a soma dos dngulos
internos que formam com uma reta transversal r é igual a ™ de um dos lados de r.

O segundo coroldrio estabelece que o paralelismo € transitivo e, quando precisarmos
citd-lo, vamos apenas nos referir a transitividade do paralelismo.

COROLARIO 4.2. Duas retas paralelas a uma terceira sdo paralelas entre si.

DEMONSTRACAO. Sejam ¢y, {5 e (3 as trés retas e digamos que, tanto ¢; e {3 sdo

ambas paralelas a /5. Pelo coroldrio anterior, qualquer reta r transversal a /5, também sera
transversal a {1 e /3. Sejam P;, P, e P3 os pontos de intersecdo de r» com {1, {5 e {5 e

Qiely, Qrely e Q3€els

pontos do mesmo lado de r, como ilustrado na figura 7]

P1 Q] fl
P, Q2 I
P Q3 43

FIGURA 7. Transitividade do paralelismo.

Supondo P, P, e P5 aparecem nesta ordem ao longo da reta r, os angulos internos
entre /1 e {5 s30 Q)1 P P, e <P P,()2, de modo que

SQ1P P+ <P PQy =,
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pelo coroldrio anterior. Analogamente, os Angulos internos entre /5 € {3 sdo <Qo PP e
<):P2P3Q3, donde
LQ2 PPy + S P P3Q3 =,

Somando as duas ultimas equacdes, obtemos
(62) (SQ1PL P+ S P PQ2) + (SQ2 P Py + AP P3(Q3) = 2.

Mas
IPLPoQy + SQo PPy =
pois Py, P» e P; sdo colineares. Substituindo isto em (62)), obtemos

IQPIP + 9Py P33 =

de modo que ¢, e /3 sdo paralelas pelo coroldrio 4.1l O argumento acima s6 se aplica
ao caso em que /y estd entre ¢/, e {3, nos outros os casos o argumento € ligeiramente
diferente, por causa do posicionamento dos angulos internos; mas os detalhes ficardo por
sua conta. 0

Note que, se a afirmacao de que a soma dos angulos internos € igual a 7w vale em um dos
lados de r, entdo também valera do outro lado. Antes de prosseguir, precisamos dar nomes
a alguns dos angulos formados por duas retas paralelas. Como a descricao formal destes
angulos ¢ bastante prolixa, vamos nos contentar em localiza-los usando a figura[§] na qual
r € uma reta transveral as retas paralelas ¢ e /’. Na nota¢do da figura, os angulos o/ ¢ /3 sdo
chamados de correspondentes, ao passo que o/ e 3’ sdo chamados de alternos internos.
Note que, ao contrdrio dos angulos internos no enunciado do axioma, dois angulos que
sdo alternos internos estdo de lados opostos relativamente a reta r. Esta terminologia se
estende, facilmente, aos demais angulos formados por estas trés retas.

FIGURA 8. Angulos alternos internos e correspondentes.

TEOREMA 4.3. Os dngulos corresponentes formados por uma reta transversal a duas
paralelas sdo iguais e o mesmo vale para os dngulos alternos internos.



122 5. GEOMETRIA

DEMONSTRACAO. Usaremos a notacao da figura ao longo da demonstragdo. Como «
e o’ sdo angulos internos de um mesmo lado de uma transversal que corta duas paralelas,
entao

a+a =T
pelo Axioma Euclidiano. Como,
a+p=m,
pelo teorema 3.1} entdo /5 = o’; 0 que mostra que angulos correspondentes sdo iguais. Para

mostrar que alternos internos sdo iguais basta lembrar que $ = 3’ pelo teorema pois
estes angulos sdo opostos pelo vértice. 0J

O préximo teorema garante que sempre hd uma, e ndo mais que uma, reta paralela a
uma reta dada reta por pontos fora dela.

TEOREMA 4.4. Por um ponto fora de uma reta passa uma, e somente uma, paralela a
reta dada.

DEMONSTRACAO. Seja ¢ aretae P um ponto fora de /. Escolha dois pontos distintos
quaisquer Q, Q' € £ e seja r a reta definida por P e ). Pelo Segundo Axioma de Angulos,

—
podemos construir uma semirreta P P’, do mesmo lado de r no qual @)’ estd, de modo que
GP'PQ=7-5Q'QP
como ilustrado na figura[9] na qual as duas retas que foram construidas aparecem pontilha-

das. Por construgio, <t P’ PQ) e <t()’Q) P sdo angulos internos, de um mesmo lado de (]3@),
<> <>
cuja soma é 7. Logo, pelo Axioma Euclidiano, as retas PP’ e ()()’ sdo paralelas.

FIGURA 9. Paralela por um ponto fora de uma reta
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Para concluir a demonstracdo do teorema basta mostrar que a paralela € inica. Supo-
<>
nhamos, por contradi¢do, que exista uma reta r, diferente de PP’, que é paralela a ¢
p

passando por P. Seja R um ponto de  do mesmo lado de ()’, relativamente a Pé, como
na figura 9l Pela bijetividade no Segundo Axioma de Angulos sabemos que QPR #
JQPP'. Portanto,

JQPR+<IQ' QP +#+ <QPP +<Q'QP =,

de modo que, pelo Axioma Euclidiano,  ndo pode ser paralela a /. OJ

Com isto estamos prontos para provar nosso primeiro resultado importante sobre triangulos,
o bem conhecido teorema sobre a soma dos angulos internos de um tridngulo. Este é o
primeiro resultado em que nos deparamos com a necessidade de fazer uma construcdo;
isto €, em que serd preciso acrescentar elementos (neste caso, uma reta) aos dados de um
teorema para podermos demonstra-lo.

TEOREMA 4.5. A soma dos angulos internos de qualquer triangulo é igual a .

DEMONSTRACAO. Considere o tridngulo A ABC' e digamos que
a=JA, f=<B e v=<3C.

Usando o teorema podemos tragar, pelo vértice A, uma paralela ao lado BC' do
tridngulo, como ilustrado na figura 10}

FIGURA 10. Soma dos angulos internos de um triangulo.

Pelo igualdade dos angulos alternos internos, temos que 3’ = 5 e 7' = ~. Logo,
a+f+y=a+p +9" =m,

pois «a, B’ e 7' s@o angulos consecutivos que ocupam todo um lado de uma reta. 0J
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5. Semelhanca de triangulos

Nesta secdo introduzimos nosso tltimo axioma, que nos permitird comparar tridngulos
entre si, determinando se sdo ou ndo semelhantes. Comecamos com uma defini¢do. Dois
tridngulos AABC e A A’ B'C" sdo semelhantes quando

(a) seus angulos correspondentes sdo iguais e
(b) seus lados correspondentes sdo proporcionais.

Trocando em miuddos, (a) e (b) afirmam que dois triangulos sdo semelhantes se, € somente
se, € possivel indexar os vértices de um dos tridangulos por A, B e C' e os vértices do outro
por A’, B" e C’, de modo que

AB AC  BC

A'B' T ACT T BICT

Ao valor comum destas trés fracdes daremos o nome de razdo de semelhanca. Quando
este numero € igual a um, os tridngulos sdo congruentes. A semelhanca entre os triangulos
AABC e A A'B'C' sera denotada por

AABC ~ AA'B'CY,

(63) JA=gA", ¥B=9B', 9C=9C" e

e sua congruéncia por
ANABC =z 2 A'B'C.
Naturalmente nao ha nada de especial na escolha de A, B, C'e A’, B’, C' para indexar

os vértices dos tridngulos; quaisquer outros simbolos poderiam ser usados desde que fique
claro a que vértice de um tridngulo corresponde um dado vértice do outro tridngulo.

Do ponto de vista heuristico, dois tridngulos sdo congruentes quando é possivel sobrepo-
los de maneira que coincidam exatamente, e sdo semelhantes quando uma mudanga de
escala transforma um no outro. Antes de enunciar nosso dltimo axioma, provaremos uma
propriedade que € consequéncia direta da definicdo de semelhancga de tridngulos.

TEOREMA 5.1. Dois triangulos semelhantes a um terceiro sdo semelhantes entre si.

DEMONSTRACAO. Por defini¢ao, AABC ~ AA’B'C" equivale a dizer que

AB _AC_BC
A'B’ - AC! - B'C’ -

(64) A=A, AB=9B' aC=<C" ¢
Analogamente, se AA'B'C" ~ AA”B"(C", entdo
AIIB// A”CH BIICII
AIB/ = AICI = BIC/ =

/

(65) JA = <IA”, B = <IB”, IO = 30" e
Da igualdade dos angulos em e (65)) temos que
JA=<A" 4B=9B" e 4<C=<C".
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Por outro lado,
k ABJA'B’ ~ AB

k! - A”B"/A'B’ - Al B

e, por um cdlculo andlogo,
k AC BC

E = AIIC’/I = BIICII;
0 que mostra que os tridngulos AABC' e A A" B"C" sdo semelhantes. OJ

Podemos interpretar nosso ultimo axioma como especificando condi¢des minimas sob
as quais dois triangulos sao semelhantes. Contudo, estas ndo sdo, de forma alguma, as
unicas condi¢des simples sob as quais dois tridngulos sdo semelhantes; ao longo desta
secdo, varias outras condi¢des serdo deduzidos deste axioma.

AXIOMA DE SEMELHANCA. Para que os tridngulos AABC e A A'B'C' sejam seme-
lhantes, basta que

JABC =<gA'B'C' ¢ <«xBAC =<B'A'C.

Este axioma marca mais um ponto em que nossa apresentacao da geometria se distancia
daquela proposta nos Elementos. Em primeiro lugar, Euclides trata a congruéncia e a
semelhanga de tridngulos de maneira inteiramente independente. A congruéncia € intro-
duzida no livro I dos Elementos, ao passo que a semelhanga sé aparece no livro VI. Ele
¢ forcado a isto porque precisa tratar a teoria de propor¢des de Eudoxo, apresentada no
livro V dos Elementos, antes de poder enunciar resultados equivalentes as nossas equacoes
(63). A bem da verdade, a razdo pela qual podemos tratar semelhanca e congruéncia juntas
¢ justamente que os nimeros reais, introduzidos no capitulo [3| desempenham, em nossa
exposicao, um papel semelhante ao da teoria de propor¢des nos Elementos.

Segundo o Axioma de Semelhanca, basta que dois tridngulos tenham dois angulos
correspondentes iguais para que seus lados mantenham uma proporcao fixa. Tendo isto
em vista, € razodvel perguntar: se dois tridngulos t€ém dois lados correspondentes com
a mesma proporg¢ao, isto implica que os dois tridngulos sejam semelhantes? A resposta
€ ndo. A figura [I1] ilustra um contraexemplo: embora AB = A’B’ e AC = A'C’, os
tridngulos ABC' e A’B’C" claramente ndo sdo semelhantes. Analisando a figura, vemos
que hd duas maneira de expressar o porqué destes tridngulos ndo serem semelhantes. A
primeira consiste em afirmar que os dngulos < BAC' e <t B’ A’C" ndo sdo iguais; a segunda,
que os lados BC' e B’C" ndo mantém a mesma proporc¢ao que os outros dois. O proximo
teorema mostra que se o angulo que delimita os lados proporcionais sdo iguais, entdo os
triangulos sdo semelhantes.

TEOREMA 5.2. Dois tridngulos AABC e A A’B'C’ para os quais
AB AC
A'B’ - A/C/’

JBAC = gB'A'C' e

sdo semelhantes.
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B
B

o4

FIGURA 11. Triangulos com dois lados iguais que ndo sdo semelhantes.

DEMONSTRACAO. Para provar o teorema, basta mostrar que <. (ABC) = <(A'B'C"),
porque isto nos permite aplicar o Axioma de Semelhanga. Suponhamos, por contradi¢do,
que isto € falso, e que

B =9(ABC) # 4 (A'B'C).

Seja S o lado da reta A'B’ que contém C’. O Segundo Axioma de Angulos nos permite
—

construir em S uma semirreta B’ P que forma um angulo ' = </(ABC') com a semirreta

% .

A’B’, como ilustrado na ﬁgura

FIGURA 12. O caso LAL de semelhanca de tridngulos.

Como, por hipdtese,
a=<IBAC =<4B'A'C' =,
temos que
o +fB =a+f<m,
. . . . . ﬂ _9
pelo Axioma Euclidiano, pois as semirretas AB e BC' t€m o ponto B em comum. Logo,

—_ ——>
por este mesmo axioma, as semirretas A’C"” e B’ P se intersectam em um ponto C”’. Assim,
por construgdo,

JABC =3A'B'C" =
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ao passo que, por hipétese, o = o’. Portanto, pelo Axioma de Semelhanca, os tridangulos
AABC e AA’B'C" sao semelhantes. Em particular,

AB ~ AC

A'B’ - Y ela
Como, por hipétese,

AB ~ AC

A'B AC”
podemos deduzir que

AC ~ AC

ArC" - A"

que s6 € possivel se A’C" = A’C". Como C' e C” estdo ambos sobre uma mesma semirreta,
isto implica que C"" = C". Portanto,

AA'B'C' = AA'B'C" ~ AABC,

concluindo nossa demonstracao. 0

E importante ressaltar que, no enunciado do teorema anterior, os dngulos iguais tém
que ser, obrigatoriamente, aqueles que sdo limitados pelos lados proporcionais. Por
exemplo, na figura [I3] os tridngulos AAOB e AAOC tém em comum o lado AO, e o
angulo <OAB, ao passo que os lados OB e OC tém a mesma medida, porque sdo raios de
uma mesma circunferéncia. No entanto, estes tridngulos claramente ndo sao semelhantes.

FIGURA 13. Os tridngulos A AOB e A AOC ndo sdo congruentes.

Resta-nos considerar a segunda maneira pela qual identificamos que os tridngulos da
figura[IT|ndo podiam ser semelhantes. Faremos isto mostrando que, se os trés lados de um
triangulo mantém a mesma propor¢do com os lados correspondentes de outro tridngulo,
entdo estes tridangulos sdo semelhantes. Para isto precisamos de um lema.

LEMA 5.3. Se dois lados de um tridngulo sdo iguais, entdo os dngulos opostos a estes
lados também sdo iguais.
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DEMONSTRACAO. Seja A ABC um tridngulo cujos lados AB e AC sao iguais. Usando
A —
o Segundo Axioma de Angulos, construimos uma semirreta A P que forma um angulo igual
a metade de x BAC do lado de AB que contém C'; como ilustrado na figura

A

D

p

FIGURA 14. Triangulo com lados iguais.

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo € igual a 7, temos que

%<IBAC +JIBCA < ¥BAC+<4BCA+<ABC =,

—
o Axioma Euclidiano garante que AP intersecta BC' em um ponto, que chamaremos de
D. Mas, os tridangulos AABD e A AC'D tém, por construgao,

SBAD = <CAD

ao passo que AB = AC, por hipétese, e AD € lado comum a ambos os tridngulos. Logo,
AABD = AACD pelo caso LAL. Portanto,

4ABC = ¥ ACD,

pois sdo angulos opostos ao lado comum A D nos dois tridngulos. 0

Um tridngulo com dois lados iguais € chamado de isosceles, porque, em grego, iso
significa igual e skelos, que significa perna. Portanto, o lema [5.3|mostra que um tridngulo
isosceles também tem dois angulos iguais. A reciproca do lema também € verdadeira; vocé
encontrard um esbogo da demonstracdo no exercicio [I1]

TEOREMA 5.4. Dois tridngulos AABC e AA'B'C’ para os quais
AB AC  BC

A'B ~ AC' T BCV

sdo semelhantes.
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DEMONSTRACAO. Sejam AABC e A A’B’C" os dois tridngulos. Temos, por hipétese,
que

AB AC _ BC
A'B A'C" B'C"

—
nimero que denotaremos por k. Comegaremos construindo a semirreta A’ P que forma

(66)

<> <>
com A’B’ um angulo 5 = <CAB, do lado da reta A’ B’ oposto aquele onde C" estd. Seja
C" e A’P tal que A’C" = k - AC'; como ilustrado na ﬁgura

\
\
\
\
P
\
Y

\

FIGURA 15. Os tridngulos AABC, AA'B'C"e AA'B'C".

Pelo teorema [5.2] os triingulos AABC e AA'B'C” sdo semelhantes com razio de
semelhanca igual a k. Podemos concluir disto, e de (66), que

AIBI B AICII B BIC!I B
A'B AC'T T B[O

Em particular,

(67) A'C"=A'C" e B'C"=B'C",

de modo que os tridangulos AC'A'C" e AC"B’C" sdo ambos isésceles. Logo, pelo lema
B3

(68) <):1416116‘1// — <):14/61116‘1/ e <):BIC/C// — {B/C//C/.

Mas, pela aditividade da medida de angulos,
(69) JA'C'B' =4 A'C'C"+4B'C'C" e SA'C"B' =< A'C"C"+4B'C"C".
Combinando (68) com (69)), concluimos que

JA'C'B'=<A'C"B'".
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Contudo, aplicando o teorema[5.2]a e levando em conta esta tltima igualdade, temos
que os tridngulos AA’B'C" e AA’B’C" sao congruentes. Como AA’B'C" ~ AABC' por
constru¢do, podemos concluir que AA’B'C" ~ A ABC', como deviamos mostrar. OJ

Como a congruéncia de tridngulos € um caso especial da semelhanga, podemos inferir
diretamente do Axioma de Semelhanca e dos Teoremas [5.2] ¢ [5.4] os casos trés casos de
congruéncia de tridngulos.

COROLARIO 5.5. Se em dois tridngulos
Caso ALA: um lado e dois angulos correspondentes sdo iguais, ou

Caso LAL: um dngulo e dois lados correspondentes sdo iguais, ou
Caso LLL: os trés lados correspondentes sdo iguais,

entdo os triangulos sdo congruentes.

De agora em diante usaremos estas abreviacdes sempre que precisarmos aplicar um
dos casos de congruéncia de tridngulos. Além disso, embora fosse razodvel aplicar estas
abreviacdes também aos casos de semelhanca, vamos limitar a tradi¢do de este uso aos
casos de congruéncia, ainda que fosse legitimos aplicar as mesmas abreviagdes ao Axioma

de Semelhanca e aos teoremas[5.2]e

Encerramos a se¢ao usando semelhanca de tridngulos para justificar a estratégia usada,
supostamente, por Tales para calcular a altura de uma pirdmide. Como vimos na pagina @]
Tales teria feito isto comparando sua sombra a da piramide.

E/

Piramide

Tales

FIGURA 16. Tales e a piramide

Na figura o sol estd no canto superior direito e a semirreta AE corresponde a um
raio solar que toca o ponto mais alto da piramide, assim como o alto da cabeca de Tales.
Portanto, AD ¢é a sombra da pirimide e AB a sombra de Tales. Como o angulo <CAB ¢
comum aos tridngulos AABC e AADE e como

2(CBA) = 5(EDA) = 7/2,
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podemos concluir pelo Axioma de Semelhanca que AABC ~ AADE. Em particular,
AD ED

AB  CB’

Segundo a histéria relatada por Didgenes Laércio, Tales teria aguardado o momento em
que sua sombra era igual a sua altura. Na notacdo que estamos usando, isto corresponde a
dizer que AB = C'B. Substituindo na equagio (70)), obtemos ED = AD. Logo, bastaria
que Tales soubesse o comprimento AD da sombra da piramide para determinar a altura
E'D que estava procurando, uma vez que ambas sdo iguais.

(70)

A semelhanga de tridngulos também pode ser usada para explicar a maneira como
Descartes efetua a multiplicacao dos comprimentos de dois segmentos de maneira geométrica,
mencionada na se¢do[2] Digamos que AB e C'D sejam os dois segmentos cujos comprimentos
queremos multiplicar. Comeg¢amos construindo duas semirretas, com origem em O, que
formam um angulo agudo entre si. Sobre uma delas marcamos o segmento OP = AB e,
sobre a outra, os segmentos OQ) = C'D e OU de comprimento uma unidade. Entao, ligamos
P a U e, pelo ponto (), construimos uma paralela ao segmento U P. Esta construcdo é
ilustrada na figura

FIGURA 17. Multiplicagdo de segmentos segundo Descartes.

Como a semirreta OP & tranversal as retas paralelas UPe % aigualdade dos angulos
correspondentes garante que
JOPU = 505Q.
Levando em conta que o angulo <UO P é comum aos tridngulos AOPU e AOS(Q), temos
por ALA que estes tridngulos sdo semelhantes. Logo,

or OU
0S5 0Q’
donde,
0OS = M =0OP-0Q,

ou
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pois estamos supondo que OU € igual a uma unidade no sistema de medida que estamos
utilizando. Uma questdo ébvia é como fariamos para achar os pontos P e () sem medir
os segmentos e usar uma régua para achar estes pontos. Porque, se sabemos a medida dos
segmentos, qual o ponto em fazer este processo complicado para achar seu produto? A
resposta é que Descartes usaria um compasso, nio so para achar P e (), mas também para

achar a paralela a reta Up por Q).

6. Perpendiculares

Vimos, na se¢io [, que sempre é possivel construir uma paralela a uma reta dada, que
passa por um ponto fora dela. Resta-nos examinar como construir perpendiculares. Se o
ponto estiver sobre reta, a existéncia da perpendicular € consequéncia do Segundo Axioma
de Angulos. Portanto, precisamos apenas considerar o caso em que o ponto estd fora da
reta.

TEOREMA 6.1. Dados um ponto e uma reta, existe uma reta que passa pelo ponto dado
e ¢ perpendicular a reta dada.

DEMONSTRACAO. Como dito no pardgrafo anterior ao teorema, basta considerar o
caso em que o ponto ndo pertence a reta. Sejam P o ponto e /¢ a reta. Escolha um ponto

<~——>
(), qualquer, sobre a reta e seja v 0 menor angulo entre as retas { e r = P(). Se « = /2,
as retas r e ¢ sdo perpendiculares e ndo hd mais nada a fazer. Portanto, podemos supor que
a#mf2.

Pela defini¢do de angulo, existe um ponto )’ € ¢ tal que a« = S PQQ’. Seja S, o
lado da reta r que contém (). O Segundo Axioma de Angulos nos permite construir uma

semirreta Cﬁ” em S, de modo que < PQT = 2a. Temos, entdo, pela aditividade da medida
de angulos, que

(71) IPQQ + Q' QT = 2¢«;

donde, <Q’'QT = a, pois < PQQ)" = a. Sobre a semirreta ﬁ marcamos o ponto P’ de
modo que QP = QP.

Como a medida de um angulo é sempre um ndmero positivo, a equagdo (71) garante
que @' é um ponto interior ao angulo < PQP’. Logo, P e P’ estdo de lados opostos da
reta . Assim, pelo Segundo Axioma de Separacdo, o segmento PP’ intersecta £ em um
ponto, que chamaremos de (). Toda esta construcdo estd ilustrada na figura[[§] Mas, por
construc¢ao,

PQ=PQ e 3PQQ =a=3P'QQ.
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Q// ‘(;:'(7‘--.
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FIGURA 18. Perpendicular por ponto fora da reta.

Além disso, PQ" é lado comum a A PQQ" e AP'Q()", de modo que estes dois tridngulos
sdo congruentes por LAL. Em particular,

{PQ//Q — Q:P/Q//Q'
Contudo, P, P’ e )" pertencem a uma mesma reta, de modo que
T = <):]_-)Q//Q + <IP/Q//Q — 2<IPQHQ.

Logo, PP’ é perpendicular a reta ¢, concluindo a demonstracio. 0

Este teorema nos permite definir a altura de um tridngulo A ABC'. Comecamos usando

o teorema para construir a reta perpendicular a reta BC pelo ponto A. O ponto H em
que estas duas retas se encontram € conhecido como pé da perpendicular. A altura de um
tridngulo é igual ao comprimento do segmento AH. E importante lembrar que o segmento
correspondente a altura de um tridngulo pode estar fora do triangulo. Como mostra a figura
isto acontecerd sempre que um dos dngulos internos do tridngulo for maior que /2.

FIGURA 19. O segmento AH ¢ a altura do tridngulo AABC.
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Podemos provar o teorema de Pitdgoras usando o teorema6.1|e o Axioma de Semelhanca.
Lembre-se que um tridngulo retangulo é aquele em que um dos angulos internos é reto.
O lado oposto a um angulo reto é chamado de hipotenusa, os outros dois angulos sdo os
catetos do triangulo retangulo.

TEOREMA DE PITAGORAS. Em um tridngulo retdngulo, o quadrado da hipotenusa é
igual a soma dos quadrados dos catetos.

DEMONSTRACAO. Seja AABC um triangulo retangulo e digamos que o angulo reto
é <A, de modo que a hipotenusa é BC' e os catetos sdo AB e AC. Usando o teoremal6.1]
podemos construir a altura de A sobre BC'. Denotando por H o pé desta altura, verificamos
que

S(AHB) = 5(AHC) = 71/2.

Temos, assim, trés tridngulos retangulos, como ilustrado na figura [20]

A

B H C

FIGURA 20. Teorema de Pitdgoras

Mas, AABC e AABH tém dois angulos iguais, pois
JI(BAC)=<(AHB) =7/2
e o angulo X ABH € comum a estes dois tridngulos. Portanto,
AB BH
BC AB’
No lado esquerda desta equacdo, AB faz o papel de hipotenusa do tridngulo AABH, ao

passo que no lado direito, o mesmo lado representa um cateto do tridngulo AABC. A
equacdo anterior € equivalente a

(72) AB? = BC - BH.
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Um argumento andlogo mostra que o tridngulo A AC'H também ¢é semelhante a AABC' e
que disto resulta

(73) AC? = BC-CH.
Somando e (73)), obtemos
AB?+ AC?=BC-BH +BC-CH =BC-(BH +CH).
Como BH + C'H = BC, podemos concluir que
AB?+ AC? = BC?,

provando, assim, o teorema. O

E dificil subestimar a importincia do teorema de Pitdgoras, ja que estd por tras de
aplicacdes como: o célculo de distancia entre pontos do plano dados em termos de coordenadas,
a equagdo do circulo e a relacio bdsica entre o seno e o cosseno de um angulo. Basta
lembrar dos inimeros usos das funcdes trigonométricas em engenharia e fisica para se dar
conta da importancia deste teorema.

Exercicios

1. Seja ¢ uma reta e P € ¢. Prove que, se () # ¢, entdo os pontos do segmento P(Q),
diferentes de P, estdo todos do mesmo lado de ¢ em que () esta.
ESBOCO DA DEMONSTRACAO: suponhamos, por contradi¢do, que PQ ~ {P} ndo
estd todo contido do mesmo lado S de ¢ que contém (). Neste caso, existe um pontos
R¢ Sultalque QRN ={S}. Como R + P, temos que zp < Ty < =g, de modo que
S # P. Use isto e o Axioma de Incidéncia para obter uma contradigao.

2. Sejam r uma reta, A € r e S, um dos semiplanos em que r divide o plano. Mostre, por
contradi¢do, que se B é um ponto de S, entdo AB c S, u {A}.

— P —_
3. Sobre uma semirreta OX marcamos um ponto A # O e sobre uma semirreta O X’
marcamos A’ # O. Mostre que AA’ c SAOA".

4. Sobre uma semirreta OX marcamos dois pontos distintos A # O e B # O e, sobre uma
semirreta O_X>’ marcamos A’ e B’, de modo que OA = OA’, AB=A'B’, Ac OB e
A'e OB'. -

(a) Mostre que O e B estdo de lados opostos da reta AB’.
(b) Mostre que O e A’ estdo do mesmo lado da reta j@)’ .
(c) Prove que A'B intersecta AB.

R
(d) Use um argumento semelhante para mostrar que AB’ intersecta A’B.
(e) Prove que os segmentos A’B e AB’ tém um ponto de intersecao.
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Sejam r, £ e ¢’ trés retas. Prove que, se r € transversal a £ e £ e (' sdo paralelas, entdo r
também ¢ transversal a /'

Dica: Seja P o ponto de intersecdo entre r e ¢ e suponha, por contradi¢do, que a
afirmagao ¢ falsa. Use a unicidade no teorema4.4] para obter uma contradigio.

Prove que se r é transversal a ¢ e ¢’ e soma dos angulos internos € 7, entdo ¢ e ¢’ sdo
paralelas.

DicA: Seja P o ponto de intersecdo entre r e ¢ e construa uma paralela ¢ a ¢’ por P.
Mostre que ¢ e ¢’ formam o mesmo angulo com 7 e use o segundo axioma de angulos
para concluir que ¢ = (.

Complete os detalhes da demonstragdo do corolario [4.2]

. Sejam A, B e C trés pontos em uma reta ¢/, de modo que B estd entre A e C' e sejam

P e @ dois pontos de um dos semiplnaos S, em que ¢ divide o plano. Prove, por
> <

contradi¢do, que se << PAC = <@ BC entdo as retas PA e () B ndo tém interse¢do em

Sy. O que falta provar para podermos garantir que PA e () B sdo paralelas?

. Prove que, se P e () sdo dois pontos no interior de um tridingulo, entao o segmento P()

também esta contido no triangulo.
DICA: use o Segundo Axioma de Separacdo trés vezes, uma para cada reta suporte dos
lados.

Seja ABC'D um quadrilatero no qual xABC = s ADC. Sabendo-se que as retas AB
e DC s@o paralelas:

(a) prove que os tridngulos AABC' e A ADC s@o congruentes;

(b) prove que ABC'D é um paralelogramo.

Seja A ABC um tridngulo. Prove que se YABC = <ACB entdo AB = AC.
DICA: seja H o pé da altura de A sobre BC'; mostre que AABH = AACH.

Mostre que todo angulo exterior de um triangulo é a soma de seus angulos interiores
nao adjacentes. Por exemplo, na figura 0 € o angulo exterior correspondente ao
vértices B e os angulos interiores ndo adjacentes a ele sdo a e y

Seja AABC um tridngulo cujos lados AB e AC sdo iguais. Mostre que as alturas de
B sobre AC' e de C sobre AB sio iguais.

A mediana de ABC pelo vértice A é o segmento de reta que liga A ao ponto médio do
lado BC'.Mostre que se, em um tridngulo A ABC', a mediana AM € perpendicular ao
lado BC, entdo o tridngulo é isésceles.
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\
\
\
\ 0
AN
B

FIGURA 21. Exercicio

FIGURA 22. Exercicio[13l

15. Na figura 22] sabe-se que AD bissecta BC' e que os angulos XABE e < DCE sdo
retos. Prove que AF = ED

16. Seja A ABC' um tridngulo cujos lados AB e AC sdo iguais. Sabe-se que F € o ponto
médio de BC e que os pontos F' € AB e GG € BC sao tais que < BEF = <CEG, como
ilustrado na figura 23] Prove que F'E' = GE e que o triingulo A AF'G € isésceles.

A

FIGURA 23. Exercicio[l1]
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FIGURA 24. Exercicio[l7]

Seja D o ponto de interse¢do das bissetrizes dos angulos <t B e <C' de um tridngulo
AABC. Trace por D uma reta ¢ paralela ao lado BC' e digamos que ABn/={M} e
que AC'n ¢ = {N}, como na figura[24] Prove que BM + CN = DM + DN.

—
Sobre uma semirreta O X marcamos dois pontos distintos A # O e B # O e, sobre uma

semirreta OX’ marcamos A’ e B’, de modo que OA = OA’ e AB = A’B’. Sejal o
ponto de intersecdo entre os segmentos AB’ e A’B. O objetivo desta questio é provar

que a semirreta O1I divide o angulo < X O X’ ao meio. Para isto, siga o roteiro abaixo:
(a) Prove que AOAB’' = AOA'B s@o congruentes.

(b) Explique porque <A’/ B’ = < AIB.

(c) Prove que AAIB = 2A'IB.

(d) Prove que AOIB = AOIB'.

(e) Explique porque < BOI = < B'Ol.

FIGURA 25. Exercicio[18

Seja A ABC um tridangulo no qual AB = AC eseja D € BC' talque < BDA = SCDA.
Prove que:

(a) AD € perpendicular a BC';

(b) <BAD =<CAD;

(c) AABD = 2AADC.
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20. Para medir a distancia entre as duas ilhas (regides pintadas de cinza) na figura [26]
Hipécia mede as seguintes distancias AC' = 5m, DE = 6m e AE = 15m. Sabendo-se
que os angulos < K AC' e << D E A sdo retos, calcule a distancia entre as ilhas.

FIGURA 26. Exercicio 20|

21. O paralelogramo ABC'D da figura abaixo tem base igual a AB = 51 cm, altura DFE =

15 cm e lado transversal AD = 17 cm. Calcule F'C' sabendo-se que o angulo < DF'C é
reto.

FIGURA 27. Exercicio 21l

22. Resolva o nono problema do tablete BM85196, encontrado na Mesopotamia, segundo
o qual
uma haste de 30 (unidades) estd apoiada em uma parede, de quando a extremidade
inferior da haste vai se afastar da parede se sua extremidade superior escorregar
6 unidades?

Mais detalhes sobre este problema podem ser encontrados em (Melville, 2004, p. 150-
151).






CAPITULO 6

Trigonometria

Ao contrdrio da geometria, que ja na Grécia Antiga se caracterizava por um tratamento
extremamente abstrato e tedrico, a trigonometria surgiu na Grécia basicamente como adjunto
a astronomia. Contudo, em vez do nosso seno e cosseno, os gregos utilizavam cordas
do circulo. O seno e o cosseno que utilizamos hoje em dia foram introduzidos pelos
matematicos indianos antes de 543 a.C. Neste capitulo apresentamos as principais fungdes
trigonométricas de maneira rigorosa, usando apenas o que aprendemos sobre geometria no
capitulo 3]

1. Seno e cosseno

Se « for um dos angulos internos de um tridngulo retangulo, diferente do angulo reto,
podemos facilmente definir seu seno e cosseno. Denotando os vértices do tridangulo por O,
Ae B, de modo que « seja o angulo do vértice O, como ilustrado na figura[I] definimos

(74) sen(a) = g—g e cos(a) = %
B
o}
O A

FIGURA 1. Triangulo retangulo com angulo «

141
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Como,

sen?(a) + cos?(a) = (AB )2 + (OA)2 _AB + 04
~\oB oB) ~ oB*

temos, pelo teorema de Pitdgoras, que

(75) sen?(a) + cos?(a) = 1.

Em particular, se construirmos o tridngulo retangulo de modo que sua hipotenusa tenha
comprimento igual a 1, o vértice B cai sobre o circulo de raio 1. Isto nos permite redesenhar
a figura[I|na forma abaixo. Neste contexto frequentemente nos referimos ao circulo de raio
1 como o circulo trigonométrico.

FIGURA 2. Tringulo retangulo inscrito no circulo

Sob a hipdtese de que a hipotenusa OB é igual a 1, as férmulas em (74) resumem-se a
(76) sen(a) = AB e cos(a) = OA.

Como observado na introducdo deste capitulo, o seno e o cosseno foram introduzidos pelos
matemadticos indianos; os matematicos gregos utilizavam a corda BC'. Podemos calcula-la,
facilmente, usando o seno, o cosseno e o teorema de Pitdgoras, pois BC' € a hipotenusa do
tridngulo retangulo A ABC cujos catetos sdo sen(«) e 1 —cos(a). Assim,

BC? = sen?(a) + (1 - cos(a))?,
de modo que, por (/3)),
BC?=2-2cos(a).
Uma das vantagens do seno e cosseno sobre as cordas, é que os dois primeiros sao mais
faceis de aproximar.

Como, para cada tridngulo retdngulo de hipotenusa igual a um, existe apenas um cateto
oposto ao angulo o = ¥COB, as férmulas em defininem o seno € 0 cosseno como
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fungdes de o. Contudo, como os angulos opostos aos catetos de um tridngulo retangulo
tém que ter soma igual a /2, as férmulas em s6 nos permitem calcular o seno e o
cosseno de o quando 0 < o < /2.

Utilizando a notagdo da figura 2] vemos que, a medida que B desce ao longo do circulo
em dire¢do ao ponto C, o segmento B A se aproxima de zero, ao passo que O A se aproxima
de OC = 1. Isto sugere que

sen(0) =0 e cos(0) = 1.

Por outro lado, a medida que B sobe em direcdo a vertical, O A se aproxima cada vez mais
de zero e BA cada vez mais de um; de modo que esperamos que

sen(m/2) =1 e cos(m/2) =0.

Note que usamos palavras como “sugere” e “‘esperamos’”, porque estes argumentos nao sao,
de forma alguma, rigorosos. No proximo capitulo veremos como generalizar as definicdes
do seno e do cosseno de maneira rigorosa, para que possamos tratd-los como fungdes cujo
dominio € todo o conjunto R. Por enquanto vamos nos considerar ambas as funcdes como
tendo dominio no intervalo [0, 7/2].

FIGURA 3. Seno e cosseno de /4.

Um angulo cujo seno e cosseno sdo faceis de calcular é /4 radianos, corresponden-
te a um oitavo de circunferéncia. Quando a = 7/4, o vértice C' cai, exatamente, a meio
caminho entre zero e 7/2, como mostra a ﬁgura Assim,

SBAC = ¥CAD = %

Mas,
JADC = < ABC

sdo ambos angulos retos. Logo, os tridngulos A ABC' e A ADC' sdo congruentes pelo caso
ALA, porque AC' é um lado comum a a estes dois tridngulos. Em particular,

COS(E) =AB=AD = sen(z) )
4 4
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Levando isto em conta, obtemos por (73)) que

2 cos? (%) =1.

Mas o seno e o cosseno, como definimos até aqui, s3o sempre maiores ou iguais a zero,
porque sao comprimentos de segmentos. Portanto,

o))

4 2
Dos angulos mais conhecidos, falta-nos, apenas, calcular o seno e o cosseno de 7/3 e 7/6.

Faremos isto na préxima se¢@o, como aplicacdo das férmulas do seno e do cosseno da
soma de dois angulos.

2. Seno e cosseno de soma de angulos

Nesta secdo provaremos as formulas para o seno e o cosseno da soma de dois dngulos.
Todo o nosso argumento serd baseado na figura 4] na qual o angulo <OC'Q) € reto. Note
que

JOFEA=<4CED,

porque sdo opostos pelo vértice. Como os tridngulos AOBC'e AC'E(Q) sdo ambos retangulos,
segue-se que
7=2ACQD =4BOC = a.
Isto nos permite calcular o seno e o cosseno de « a partir dos tridngulos AOBC, AQDC
e AQCE. Faremos uso disto no cdlculo de ambas as féormulas para soma de angulos.

Q

FIGURA 4. Seno e cosseno de uma soma de angulos.

Comecamos calculando

(77) sen(a+f)=QA=QD+ DA.
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Do triangulo retangulo AQDC,

cos(a) = cos(v) = QD istoé, QD =QC cos(a).

QC’

Por outro lado, do tridngulo retangulo AOQC,

_QC
donde
(78) QC = sen(f),
pois OQ =1 € o raio do circulo. Logo,
(79) QD = cos(a)sen(B).
Para calcular D A, note, primeiramente, que DA = C'B, de modo que

C
sen(a) = oc istoé, BC =0Csen(«a).

Porém, pelo tridngulo AO0QC,

ocC
(80) cos(f) = 00" oC.
Assim,
(81) BC = cos(f) sen(«).
Combinando com e (8T)), encontramos
(82) sen(a + () = cos(a) sen(f) + cos(B) sen(a),

que € a primeira das duas férmulas que almejamos obter. Um caso particular muito util €
obtido fazendo 3 = a em (82)), que nos d4,

(83) sen(2a) = 2sen(a) cos(a).

O argumento usado para determinar a féormula do cosseno da soma de dois angulos é
muito semelhante ao anterior. Como a hipotenusa O() do tridngulo AOQA € igual a 1,
(84) cos(a+8)=0A=0B- AB.

Mas, calculando o cosseno de « relativamente ao triangulo AOC'B,

(85) cos(a) = g—g, istoé, OB =cos(a)OC.

Calculando, agora, o seno de « relativamente ao tridngulo A DC'Q),

(86) sen(a) = be

oc donde, DC = sen(a)QC.
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Lembrando que AB = DC, basta combinar as equagdes (84), (85) e (86) para obter
cos(a + ) = cos(a)OC — sen(a)QC.

Portanto, por e (80),

(87) cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen().
Substituindo 5 = « em (§7),
(88) cos(2a) = cos?(a) - sen?(a) = 2cos*(a) - 1,

que € a férmula para o cosseno do dobro de um angulo.

As férmulas que obtivemos nesta se¢do nos permitem determinar o seno € 0 coSseno
de /3 e de 27/3. Para isto substituimos « = 27/3 e 5 = 7/3 em (82), obtendo

(5 +5) 0 5)en(5) o 5) ()
sen|—+ =] =sen| = |cos|—|+cos|=|sen|—
3 3 3 3 3 3
2
sen(% + %) = sen(m) = 0;

(5o () -on(£) (2]

Usando, agora, (83) e (88),

oo (5) e (5) 1)) 2en(EJen(3)

Como 0 < 7/3 < /2, seu seno é ndo nulo. Cancelando-o na equac@o anterior, encontramos

2 cos? (z) —1=-cos (Z) -2cos (z) ;
3 3 3
4 cos? (%) =1.

COS(E) —:I:1
3] T2

Porém, por causa da defini¢do que estamos utilizando, o seno e o cosseno de 7/3 tem que
ser maior ou igual a zero; de modo que

(7T) 1
cos|—=]=-.
3 2

sen? (z) + cos? (Z) =1,
3 3

Mas,

donde

que equivale a

Extraindo a raiz quadrada,

Combinando isto com
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Angulo \ 0 w/6 =w/4 x/3
Seno |0 1/2 V2/2 /3/2
Cosseno | 1 +/3/2 /2/2 1/2

TABELA 1. Senos e cossenos de alguns dngulos no intervalo [0, 7/2].

e levando em conta que o seno de /3 também € positivo,
(5)-
sen|—|=—.
3 2
Por outro lado, pela férmula do cosseno do dobro de um angulo,

COS(Z) = COS(Q—W) = 2 cos? (E) -1
3 6 6

donde
— =2cos? (Z) -1
6
Assim
cos? (E) = §
6) 4’
donde
(5)-%
cos|=]=—
6 2
Como
sen? (g) + cos? (%) =1,
obtemos

21 m\? 3 1
sen(—)z 1—COS(—) =1\/1--=-.
6 6 4 2

Na tabela[I]listamos os valores dos senos e cossenos dos angulos que calculamos até aqui.

3. Tangente

Tendo investigado o seno e o cosseno, passamos a analisar a fangente de um angulo «
que € definida por
sen(a)

tan(a) = cos(a)

Note que este quociente ndo faz sentido quando « = /2, porque o cosseno deste dngulo
€ nulo. Portanto, sob nossas atuais restricoes, a tangente ¢ uma funcao cujo dominio € o
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FIGURA 5. Interpretacdo geométrica da tangente

intervalo [0, 7/2). Usando os valores dos senos e cossenos calculados nas se¢oes anteriores

¢ facil verificar que
0, tan(ﬁ)zﬁ, tan(z)zl e tan(z)z\/g.

tan(0) 6)” 3 4 3

Como no caso do seno e do cosseno, a tangente pode ser identificada com um dos
lados de um tridngulo associado ao circulo trigonométrico. Para isto precisamos analisar
os tridngulos retangulos AOBA e AOCD da figura [5] que foi construida de modo que as
retas DC' e OC' sejam perpendiculares em C'. Como AB também € perpendicular a O A
e como o angulo <X AOB é comum aos tridngulos AOBA e AOCD, podemos concluir,
pelo Axioma de Semelhanga, que estes tridngulos sdo semelhantes. Logo,

CD AB sen(a)
1 OA cos(a)’

donde,
CD = tan(a).

Isto também explica porque a tangente tem este nome, ja que a reta DC € tangente a
circunferéncia em C. Para entender porque esta dltima afirmacgao € vélida, considere um
ponto qualquer da reta DC', que seja diferente de C'. Digamos que este ponto seja D. Por

Pitagoras,
OD=V1+DC>

Como estamos supondo que D # C, temos que DC' > 0, de modo que, pela férmula
anterior, OD > 1. Como o circulo é formado por todos os pontos que estdo a distancia 1
da origem, podemos afirmar que D nio estd sobre o circulo. Portanto, C'D s6 intersecta o
circulo em C, coincidindo, assim, com a tangente neste ponto.
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Agora que sabemos como definir a tangente de um angulo a em termos do seu seno
e cosseno de «, vejamos como inverter os papéis e determinar o seno € o cosseno deste
angulo a partir da tangente, ndo de «, mas de /2. As férmulas resultantes sdo muito
uteis, como teremos oportunidade de ver quando estudarmos identidades entre funcgdes
trigonométricas. Nossa demonstracao das férmulas para o seno e o cosseno de « relativamente
a tangente de «/2 serd baseada na ﬁgura@

FIGURA 6. Seno e cosseno relativamente a tangente do meio angulo

A primeira coisa a observar é que o tridngulo ACOB ¢ is6sceles, porque OC' e OB
sdo raios do circulo unitério. Logo <<C'BO = 3 pelo Lema|[5.3] O teorema4.5|nos permite,
entdo, concluir que

20+ (m—a) =m;
donde
a
5=5.

Calculando a tangente de [ relativamente ao triangulo &4 ABC', obtemos

AB
89 t =—.
Por outro lado, como o circulo tem raio igual a um, o tridangulo AOB A nos da
OA =cos(a) e AB = sen(a).
Logo,
AC =1+0A =1+ cos(a).

Substituindo as expressoes para AC' e AB em (89),
sen(«)

tan(3) =

" 1+cos(a)’
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Para simplificar a notagdo, escreveremos
s=sen(a), c=cos(a) e t=tan(f);
de modo que a férmula anterior toma a forma

S
t= )
0 l+c

Elevando ao quadrado,
2 _ 52 _ 1-¢? _
(1+¢)2 (1+c¢)?
Lembrando que 1-¢? = (1-¢)(1+c¢) e que estamos supondo que ¢ # —1, podemos cancelar
1 + ¢ entre o numerador e o denominador, obtendo

p-l-¢
1+c¢
Resolvendo esta dltima equagdo relativamente a ¢, encontramos
122
“Tlie
Substituindo isto em (90),
1-1¢2 2t
s=t(l+c) :t(1+ 1+t2) =T
Resumindo o que vimos, temos que
1-1¢2 2t a
cos(a) = i © sen(a) = o cmaue t= tan(§) ;

desde que 0 < o < /2.

4. Identidades trigonométricas

As fungdes trigonométricas satisfazem vérias relagdes que, como valem para qualquer
valor do angulo, sao conhecidas como identidades trigonométricas. A mais ébvia de todas

z

é
1) sen?(a) +cos?(a) = 1,
Uma identidade mais interessante é
sen(a) (1 + tan(«)) = tan(a)(sen(a) + cos(a)).

Para prova-la, substituimos tan(«) por sen(«)/cos(«), do lado esquerdo e usamos a
distributividade, obtendo

sen(a) (1 "

sen(a)

) = tan(a)(sen(a) + cos(a)).

cos(a)
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que prova a identidade desejada. Nesta demonstracdo, bastou fazer a substituicdo da
tangente por sua defini¢do em termos do seno e do cosseno, mas raramente estas demonstracdes
sdo tao simples.

Considere, por exemplo,
(92) (1 - sen(a) +cos(a))? =2(1 - sen(a))(1 + cos(a)).
Aplicando o produto notavel referente ao quadrado de uma soma, obtemos

(1 - sen(a) +cos(a))? =1 -2(sen(a) - cos(a)) + (sen(a) — cos(ar)))?.
Fazendo isto mais uma vez,
(1-sen(a)+cos(a))? = 1-2(sen(a)—cos(a))+(cos?(a) + sen?(a) -2 cos(a) sen()).
Usando (97)),
(1 - sen(a) +cos(a))? =2 - 2(sen(a) - cos(a) — cos(a) sen(a)).
Por outro lado, multiplicando os dois termos do lado direito de (92)),
2(1 - sen(a))(1+cos(a)) =2(1 - sen(a) + cos(a) — sen(«) cos())

que € igual a expressdo anterior. Uma maneira alternativa de proceder utiliza as férmulas
do seno e do cosseno relativas a tangente da metade do angulo, encontradas ao final da
secdo anterior; isto €

1 -2 2t
(93) cos(a) = T e sen(a) = T em que t = tan (%) _
Substituindo estas expressdes em (92)), encontramos

1-12 2t \? 1-¢2 2t
94 l-——+—— | =2(1- 1 .
O ( 1+t2+1+t2) ( 1+t2)( +1+t2)
Como

2t +1—t2_1+t2+1—t2—2t_2t(t+1)
T+2 1+2 1+¢2 T 1+t
o lado esquerdo de (94)) é igual a

2(t-1)\* [(4(t2-2t+1)
©3) ( 1+1¢2 ) _( (1+12)2 )

J4 o lado direito € igual a

2t 1-1¢2 2t 1-1¢2 2t 1-1t2
2(1- 1+ =2(1- + - . .
( 1+t2)( 1+t2) ( 1+t2 1+¢t2 1+¢2 1+t2)
Pondo tudo sobre um mesmo denominador, encontramos

((1 +12)2 = 2t (1 +12) + (1 +2)(1 - £2) - 2t(1 —t2))
2 :
(1+12)2
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Expandindo os produtos notdveis e simplificando, obtemos
5 212 — 4t + 2
(1+¢2)2 )7
que é igual a (93)), como queriamos mostrar. E provavel que vocé esteja achando que este
segundo método € tudo, menos mais simples que o outro. Mas a grande vantagem & que
pode ser facilmente automatizado, porque sé envolve reescrever as fungdes trigonométricas

em termos de seno e cosseno e substituir as expressdes (93)); o resto dos cdlculos é executado
muito rdpido em um sistema de computagao algébrica.

Vejamos mais um exemplo. Desta vez, queremos saber se a igualdade

(96) ((SGCQ(—O() - tan2(a))) ( 1 +tan(«) ) ~ 25en%(a) = cos(2a)

tan(«) 1+ cot(a)

€ ou ndo verdadeira. A equacdo envolve algumas fungdes trigonométricas que ainda nao
encontramos, porque sao extremamente secunddrias. Entre elas estdo a secante

1
sec(a) = ———
() cos(a)’
a cossecante
1
cse(ar) = sen(a)
e a cotangente
1
cot(a) = _ cos(a)

tan(a)  sen(a)’

Fazendo as devidas substitui¢des do lado esquerdo da igualdade, obtemos

1 sen?(a) 1 sen(«)
cos(a)  cos2(a) cos(a) | 2
sen?(a) | con(e) 2sen” ().
cos2(a) sen(a)

Substituindo nesta expressao as formulas para o seno e o cosseno em termos da tangente
da metade do angulo,

2 |

2t \?
2t ) S _2(1+t2).
u 1+ 32

Fazendo os calculos no computador, obtemos

—18 — 146 + 8t+ — 102 + 1
18 -2t + 1 '
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Contudo, usando a férmula para o cosseno do dobro de um angulo, o lado direito de (96)) é
igual a

1-2cos?(a).

Substituindo a expressdo do cosseno em (93)), podemos reescrever o lado direito de na
forma

-t +6t2 -1
th+2t2+1

0 que mostra que a identidade € falsa, pois seus lados esquerdo e direito, expressos como
fungdes racionais de ¢, s@o claramente diferentes.

Exercicios

1.

10.

Determine as férmula para a tangente da soma de dois angulos e do dobro de um angulo
a partir das férmulas da se¢do 2]

. Determine as férmulas para o seno e o cosseno de 3« a partir do seno e cosseno de a.

. Use as férmulas do exercicio 2] para calcular o seno e o cosseno de /3.

Prove, por indugdo em n, que |sen(nz)| < nsen(z), para todo x € (0, 7).

. Use o fato de que a soma dos angulos de um triangulo € igual a 7 para relacionar o

seno e o cosseno de 7/6 com o seno e o cosseno de /3.

. Sabe-se que, para um dado angulo «, sen(a) = —v/11/6 e que tan(a) < 0. Calcule

cos() e tan(«).

. Calcule a area de um tridngulo que tem dois lados de comprimentos 2 e 3 que delimitam

um angulo 7/4.

. Caminhando ao longo da margem de um rio, vocé vé um poste de ilumina¢do na outra

margem, diretamente oposto ao local onde vocé estd. Depois de caminhar 30 metros
em linha reta, vocé toma o transferidor, que sempre carrega na mochila, e verifica que
a reta que liga vocé ao poste forma um angulo de 7/7 radianos com o caminho que
percorreu desde que viu o poste. Qual a largura do rio no lugar onde se encontra o
poste?

. Se um tridngulo retdngulo tem um angulo de 37/8 e o cateto adjacente a este dngulo

mede 5, quanto mede sua hipotenusa? Vocé pode supor que sen(37/8) ~ 0,92.

Prove as seguintes identidades trigonométricas:
(@) (1+cot?(a))sen?(a) = 1;

(b) (sec?(a) —=1)(esc?(a) —1) =1;

(©) (1+tan?(a))/(csc?(a)) = tan?(a);
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11. Quais das seguintes identidades trigonométricas sdo verdadeiras?
1 1 .
(a) T+cos(a)  1-cos(-a) -2 COt(a) CSC(&)’

(b) csc?(a)(1 + sen?(a)) = cot?(a);
(¢) (M) sen(—a) = cos?(a);

sec(ar)
(d) tan?::)(-f-_cc;)‘z(a) = SQH(—O&);
(C) 1+sen(a) _ cos(a)

cos(a) ~ l+sen(-a)’



CAPITULO 7

Graficos

Neste capitulo usaremos o que aprendemos sobre fungdes e geometria para introduzir
coordenadas no plano e analisar, de maneira bastante criteriosa, o grafico de algumas
fungdes que estudamos nos capitulo anteriores.

1. Coordenadas no plano

Na se¢do [2]do capitulo[5]introduzimos coordenadas em uma reta; nesta se¢do daremos
um passo adiante introduzindo coordenadas no plano. Os sistemas de coordenadas tiveram
origem na geografia, possivelmente introduzidos por Eratéstenes (275-195 a.C.), ao qual
também devemos o crivo, usado para encontrar nimeros primos. Sobre seu mapa do mundo
helenistico, Eratdstenes desenhou linhas horizontais e verticais imagindrias, precursoras de
nossos paralelos e meridianos. Um avango expressivo veio com Cldudio Ptolomeu (100-
170 d.C.) que, em sua Geografia, aperfeigoou uma maneira de projetar corretamente o
globo terrestre sobre o plano e descreveu métodos para fixar a posicdo de um local da
Terra, baseado em um sistema de latitudes e longitudes semelhante ao nosso.

Em matematica os sistemas de coordenadas do plano foram introduzidos no século
XVII, independentemente, por Pierre de Fermat e René Descartes. Nao € nada surpreendente
que o nome de Descartes aparega neste contexto, pois, como vimos na se¢ao [2] do capitulo
5] ele foi o primeiro a explicitar claramente a relacdo entre pontos de uma reta e nimeros
reais.

Embora o sistema de dois eixos perpendiculares que usamos hoje em dia seja chamado
de cartesiano em homenagem a Descartes (Cartesius € a versdo latina de Descartes), nem
ele, nem Fermat, usaram o sistema de dois eixos que se tornou padrdo. Ambos utilizavam
um unico eixo a partir do qual tracavam linhas, geralmente perpendiculares, até os pontos
cuja posi¢ao queriam determinar.

O primeiro matemdtico a utilizar sistematicamente dois eixos de coordenadas foi Isaac
Newton, embora, frequentemente, escolhesse eixos que ndo eram perpendiculares. Em sua
Enumeratio Linearum Tertii Ordinis, publicado em 1704, ele também usa sistematicamente
coordenadas negativas para esbocar os gréficos das 72 “espécies” diferentes de curvas
definidas por equagdes de grau trés que identifica em seu artigo.

155



156 7. GRAFICOS

Usando a terminologia introduzida nos capitulos anteriores, desejamos associar um
par de nimeros reais a cada ponto do plano, construindo, para isso, uma fungao bijetiva do
plano no produto cartesiano R? = R x R. Para isso, comecamos escolhendo uma reta ¢; e
um ponto O € ¢;. Entdo usamos o Teorema [6.1|para construir uma reta ¢, perpendicular a
¢4 pelo ponto O.

Apelando, agora, para o Segundo Axioma de Distincia, sabemos que existem fungdes
bijetivas
x:lpb—R ey:ly—R
que satisfazem

©7) 2(0) =y(0) = 0.

Dado um ponto P € P, usamos o Coroldrio[d.1] para construir retas 71 e r que contém P e
sdo paralelas a ¢, e (5, respectivamente.

Pela transitividade do paralelismo, r; ndo pode ser paralela a /1, nem ry a {5, porque
qualquer uma destas duas afirmacdes implicaria que ¢, e ¢ sdo paralelas. Se

tinry={P} e lonry={Py}
contruimos uma funcao do plano no produto cartesiano
R?2 =R xR,
que ao ponto P associa o par ordenado (z(P),y(P)).

Utilizando a terminologia usual, diremos que as retas ¢; e {5 s3o eixos coordenados.
Os nimeros reais z(P) e y(P) sdo as coordenadas do ponto P. A coordenada x(P) é
a abscissa de P, e y(P) é sua ordenada. Por (97), os pontos de ¢; t€m todos ordenadas
iguais a zero, ao passo que os pontos de /5 t€m abscissas iguais a zero. Em particular, o
ponto O no qual ¢; intersecta ¢, corresponde ao par ordenado (0, 0).

Reciprocamente, dado um par de nimeros reais (¢, g2 ), sejam

Qirely e Qrely
0S pontos para 0s quais
2(Q1) =q e y(Q2) = g
O teorema [4.4| nos permite construir retas s;, paralela a ¢; por 5 e s, paralela a {5 por

(2,. Pela transitividade do paralelismo, s; ndo pode ser paralela a ss, pois isto implicaria
que ¢, e {5 s@o paralelas. Logo, r; intersecta 5 em um ponto que chamaremos de ().

As duas constru¢des dadas acima nos permitem ir e voltar em os pontos do plano e o
produto cartesiano R?. Mas ainda nos falta mostrar que uma € inversa da outra. Neste ponto
a unicidade da paralela por um ponto, provada no teorema[d.4] vem em nosso socorro. Pois,
se q1 = 2(P) e qo = y(P), as retas s; e sq, tém que ser iguais as retas r e o, cuja intersecio
é P.
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ty

FIGURA 1. O ponto P e suas coordenadas.

b
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Portanto, a fungdo que a cada ponto do plano associa seu par de coordenadas em R? é

bijetiva. Para simplificar a notacao, escreveremos, de agora em diante,

P =(2(P),y(P))

em vez de dizer que x(P) é a abscissa e y(P) a ordenada do ponto P; que é mais um caso

tipico de abuso de notacdo.

Sabemos pelo Primeiro Axioma de Separagdo, que cada reta subdivide o plano em dois
semiplanos. Como os dois eixos coordenados se cortam no ponto O = (0,0), eles dividem
o plano em quatro partes, conhecidas como quadrantes. Seguindo a convengdo usual, o
eixo das abscissas serd sempre desenhado ao longo da horizontal, com as coordenadas dos
pontos crescendo da esquerda para a direita. Com isso o eixo das ordenadas serd sempre
vertical; além disso, suporemos que suas coordenadas crescem de baixo cima. Sob estas
convengodes, a posi¢ao de cada quadrante e os sinais das coordenadas dos seus pontos sdao

como indicados na tabela

Sinal da abscissa Sinal da ordenada

Quadrante
segundo primeiro —

Primeiro

Segundo

Terceiro
terceiro quarto

Quarto

positivo
negativo
negativo

positivo

positivo
positivo
negativo

negativo

TABELA 1. Os quadrantes e os sinais das coordenadas dos seus pontos
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Tendo introduzido coordenadas no plano, podemos definir o grdfico de uma funcdo f
de X c Rem R, que é o conjunto

(98) Ff:{(x,f(x))eR2|xeX}.

Note que, pela defini¢do de fungdo, hd apenas um ponto em I'y para cada x € X. E por
isto que podemos representar o gréafico da fungdo f escrevendo apenas y = f(x); isto é,
expressando de que maneira a ordenada de um ponto de I'; depende de x.

Se vocé esta acostumado a pensar no grafico de uma fungdo como um desenho, talvez
tenha ficado um pouco surpreso com a defini¢do acima; mas, na verdade, o que chamamos
usualmente de grafico de f € apenas a figura formada pelos pontos do conjunto I';. Por
exemplo, o grafico da funcdo constante k que leva qualquer ndmero real em 1 é

D= {(2,1) |z € R},

cujos pontos formam uma reta paralela ao eixo, como ilustrado na figura 2]

FIGURA 2. Representacdao geométrica do grafico da fun¢do constante.

Nas proximas duas secdes usaremos nosso conhecimento de geometria para descrever
completamente os conjuntos de pontos correspondentes aos graficos das funcdes lineares e
quadréticas. Antes, porém, € necessario chamar sua aten¢ao de que nem sempre € possivel
fazer o esbogo do grifico de uma fun¢do. Por exemplo, o grafico da fun¢do de Dirichlet,
definida em R pela regra

1 se x éracional,
0 se z é irracional.

D(z) :{

€ o conjunto
Ip={(z,1) [z e Q) u{(z,0) ]z ¢ Q}.

Entretanto, entre quaisquer dois ndmeros irracionais existe um nimero racional, e entre

dois racionais, sempre existe um nimero irracional. Portanto, entre dois pontos de ordenada
1, sempre hé pontos de ordenada 0 e vice-versa. Nem adiantaria dar diminuir a escala do

grafico porque, se fizéssemos isto, continuariamos tendo que enfrentar o mesmo problema.

Em outras palavras, se usdssemos o computador para desenhar seu grafico, veriamos duas

retas paralelas horizontais: uma com ordenada 0, a outra com ordenada 1. Porém sabemos

que tal figura ndo pode representar o grafico de uma fungdo, porque teriamos duas ordenadas
diferentes para cada abscissa, o que ndo é permitido pela definicdo de fun¢do. Note que o
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problema ndo é que o grifico ndo exista, mas sim que ndo é possivel fazer um esboco dele
que seja matematicamente correto.

2. Graficos de funcoes lineares

Sejam a # 0 e b nimeros reais e seja A : R — R a fung¢do linear definida pela regra
(99) A(z) = ax +b.

Os ntimeros a e b sdo chamados, respectivamente, de coeficiente angular e coeficiente
linear de \.

Como aprendemos no ensino fundamental, o grafico de uma funcéo linear € uma reta.
Para provar isto, basta mostrar que se

(100) Po=(20,90), P2=(22,12)
pertencem ao grifico de A e g < z1 < T3 entdo
(21,91) € BoPL <= y1 = A(21).

Comecamos tragando uma paralela r ao eixo horizontal por F, e paralelas ao eixo vertical
pelos pontos (z1,0) e (x2,0). Denotaremos por () e ()5 as interse¢cdes de 7 com as as
duas retas verticais, como ilustrado na ﬁgura@

Py

Py Py Py

FIGURA 3. Achando a equacdo da reta.

Os tridngulos retdngulos A Py Py ()1 e A Py P,()5 sdo semelhantes porque, além do angulo
reto, t€m o angulo < P Py, em comum. Portanto,

Py _ PQs
Q1P Q2P
Usando as coordenadas de cada um destes pontos dadas acima, temos que

Q1= (71,%) e Q2= (72,%)

(101)
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de modo que

PiQi=y1-vo, PQa=y2-yo, QiFo=z1-70 e Q25 =12 - xo;
que nos permite reescrever (I0T])) como
Yi—Y% _ Y2—Y
TL-To Lo —To

(102)

Mas, para que F, e P, sejam pontos do grafico de A € necessario que
Yo = AM(wo) =axg +b e yo = A(22) = azy + b;
donde

(103) a=2"%
L2 —Zo
Substituindo em (102)), obtemos
y1 = a(xy; —x9) + Yo = axy + b,
pois
(104) Yo — axg = A(xg) — azxg = b.
Compo isto mostra que y; = A\(x1), mostramos que um ponto de abscissa x; que pertence

<—>
areta Py P, se, e somente se, estd no grifico de \.

Reciprocamente, se as coordenadas dos pontos F, e P, sdo conhecidas, podemos usar
(I03)) e (104)) para achar o coeficiente angular e o coeficiente linear de A\. Em particular,
dois pontos do plano que tenham abscissas diferentes pertencem ao grafico de uma fungao
linear. A restricdo sobre as abscissas € necessdria porque, caso contrdrio, os dois pontos
pertencem ao grafico de nenhuma funcao.

Por exemplo, quando Py = (1,2) e P> = (2,-1), as férmulas em (103) e (??) nos dao

2-(-1)
= — = — b = 2 — (=9 - 1 =
a=— 3 e (-3-1) =5,
. . <>
de modo que a fung@o linear cujo grifico corresponde a reta PyPs é A(x) = -3z +5. O
grafico correspondente ¢ o da figura[4]

Tendo identificado o grifico da fungéo linear \(x) = ax + b como sendo uma reta,
parece natural nos perguntarmos qual a fung@o linear p(x) = o’z + b’ cujo gréfico € a reta
perpendicular a I'y pelo ponto F, € I'y. Mais uma vez, teremos que apelar para o que
aprendemos sobre a geometria dos tridngulos. Na figura[5] os pontos

Py =(20,y0) € Po=(x2,12)

pertencem a reta ['; ao passo que P; estd na interse¢do de I') com a reta horizontal que
contém F,. Como Ps pertence a esta ultima reta e também a paralela ao eixo vertical pelo
ponto FPy. Assim, Ps = (z9,2).
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FIGURA 4. Esbogo do gréfico de A(x) = -3z + 5.

FIGURA 5. Calculando a reta perpendicular a I'y.

Como o triangulo retangulo P, P; P, tem um angulo agudo em comum com os triangulos
APyPy P3 e APyP,P;, ambos também retangulos, o Axioma de Semelhanga nos permite
concluir que que estes trés tridngulos sao semelhantes. Mas, de

ABPyPP;~ APyPyPs
temos que
Pshy  DPPs
PP PPy

Usando as coordenadas dos pontos, temos que

(105)

PsBy=ya—yo, DPsPi=w9-x1, e PaPy=1x— 1.
Substituindo estes valores em (103)),
I _ Y2~—Yo _

To—T1 Y2~-Yo G

To — X0 1

(106) -a
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em que a primeira e a ultima igualdades sao consequéncias de (103).
1 !
p(z) =-——x+10.
a
Como esta reta também passa por Iy, sabemos que

1
Yo = (o) = — T v,

de modo que

1
b = Yo — —Xo,
a

que nos d4 uma descri¢do completa da reta perpendicular a I'y.

Voltando ao exemplo que apresentamos acima, a reta ¢ perpendicular ao grafico de
A(x) = =3z + 5 tem coeficiente angular 1/3. Portanto, se (x,y) pertence a ¢, entdao

1 /
Y= 3x +0
para algum ndmero real ¢’. Em particular, qualquer reta perpendicular a I' tem coeficiente
angular igual a 1/3. Para fixar o valor de O’ precisamos escolher um ponto pelo qual a
reta passa. Apesar do argumento acima pressupor que o ponto pertence a reta, podemos
usar qualquer ponto do plano para achar O’. Ao fazer isto estamos escolhendo uma reta,
perpendicular a I'y, que passa por aquele ponto. Por exemplo, supondo que a perpendicular
passe por (6,-7), devemos ter que

1
-T==-6+0,
3
que nos dd &’ = —9. Portanto, a reta perpendicular a y = -3z + 5 pelo ponto (6,-7) tem

equacdo y = (1/3)z - 9.

3. Graficos de fungdes quadraticas

Nesta se¢do analisaremos em detalhe o grafico I'y da fungdo quadrdtica ¢(z) = az? +
bz + ¢ no caso em que a > 0. O caso em que a < 0 pode ser tratado de maneira andloga e os
detalhes ficardo por sua conta. Em secdes anteriores j4 identificamos algumas propriedades
desta funcéo. Por exemplo, na secdo [3|do capitulo {3} mostramos que ¢(x) = 0 quando

~ -b+Vb? -4ac

2a

(107) T
e na secdo [3|do capitulo 4, mostramos que
(108) im(q) = [-(b? - 4ac) [4a, +00),
quando a > 0. Do ponto de vista do grafico

Iy ={(z,q(z)) [z R}
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os pontos cujas abscissas sdo dadas por (107) sdo aqueles em que o grafico intersecta o
eixo OX; ao passo que (I08) nos permite afirmar que o gréfico estd todo acima da reta
horizontal y = —(b? — 4ac)/4a.

Outra propriedade da fungdo quadratica que provamos na segéo [3|do capitulo 4] é que
esta func@o nunca € injetiva quando seu dominio é tomado como sendo todo o conjunto
dos nimeros reais. A primeira coisa que faremos € refinar este resultado, provando que I,
tem um eixo vertical. Em outras palavras, dado y, € im(q), existe uma reta vertical x = x
e um nimero real d, tal que

(109) Yo = q(zo — d) = q(xo + d).
Como yg = q(z) é equivalente a
ax? + bz + (c-1p) = 0;

temos, pela férmula usual, que

—b++/b>—4da(c-yo)

T = .
2a

Portanto,

-b b2 —4da(c- 1) -b b2 —4da(c- 1)
— - — +
2a 2a © 2 2a

sdo as abscissas dos pontos cuja ordenada € yy. Logo, os pontos de I'; sdo simétricos
relativamente a reta x = —b/2a. Além disso, como

-b b? —dac
()
0 que ja aprendemos sobre a imagem de ¢ nos permite afirmar que
-b  b?-4dac
(Z’  4a )
€ o ponto mais baixo de I';, que chamamos de vértice da pardbola.

Aplicando o que fizemos até aqui a fungao qo(x) = 22 — x — 2, vemos que seu grafico é
simétrico ao eixo x = 1/2, com vértice no ponto

)

Além disso, como as raizes de 2 -z — 2 = 0 sdo -1 e 2, o grafico cortard o eixo das
abscissas nos pontos (—1,0) e (2,0).

O que ainda ndo €, de forma alguma, claro é como I'; se comporta de cada lado do
eixo. Em principio ele poderia zigue-zaguear para cima e para baixo, desde que os mesmos
zigue-zagues aparecessem refletidos de um lado e do do outro do eixo. Na verdade isto ndo
acontece, porque, quando a > 0, a fun¢do q(x) = az? + bx + ¢ é decrescente a esquerda do
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eixo e crescente a sua direita. Podemos enunciar isto de maneira mais precisa afirmando
que

;—2 <y < xy = q(x1) < q(x2).
ao passo que,
1 < Tg < ;—2 = q(x1) > q(x2);
A demonstragado destes fatos depende da diferenca
(110)  q(x2) - q(x1) = (az? + by + ¢) — (azx? + by +¢) = a(23 — 22) + b(xy — 71).
Lembrando que
22— 2% = (29— 11) (29 + 11)

podemos reescrever (I10) na forma

(111) q(x2) — q(x1) = (a(x2 + 1) + b) (22 — 21).
Quando
-b
% <x1 < T2
temos que
()%
l'1+l‘2>2' — =,
2a a

de forma que
a(x2+x1)+b>a-_;b+b:0 e To— 11> 0.
Logo, neste caso, os dois termos do produto no lado direito de sd0 positivos. Assim,
por fechamento,
q(w2) = q(z1) > 0 = q(22) > q(x1).

Por outro lado, quando
<Xy < b
L1 < T2 < 5~
2a
obtemos
a(re+x1)+b<0 e x9—x1 > 0;
de modo que, desta vez, um dos termos do lado lado direito de (ITT]) é positivo e o outro é
negativo. Assim, neste caso,

q(72) = q(1) <0 = q(22) < q(z1),

o que conclui nossa verificacdo de que a fungio decresce a esquerda de = = —b/2a e cresce
a sua direita.

Embora o que ja vimos nos dé uma boa ideia de como deve ser o grafico de uma
pardbola, ainda ndo € suficiente para garantir que I'; ndo seja formado, por exemplo, por
uma sucessdo de segmentos interligados entre si, como na figura[6] Para mostrar que esta
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figura ndo pode ser a representacdo correta de uma pardbola precisamos investigar para
suas tangentes.

FIGURA 6. Serd este o grafico de uma funcio quadratica?

Quando estudamos circulos no ensino médio, a tangente € definida como uma reta que
contém apenas um ponto do circulo. Esta defini¢do ndo € adequada para a parabola, porque
qualquer reta vertical satisfaz esta propriedade, mas ndo corresponde a nossa ideia intuitiva
de tangente. Afinal, em latim, o verbo tangere significa tocar, mas as retas verticais cortam
o gréfico, em vez de apenas tocd-lo. Por isso, diremos que um ponto da pardbola tem
uma tangente bem definida se hd apenas uma reta que nao € vertical e contém apenas este
ponto. Como ilustrado na figura [/| isto ndo aplica quando a curva tem quinas. Portanto,
para mostrar que o grafico de uma funcio quadratica ndo pode ter quinas como o da figura
[6] basta mostrar que tem tangente em todos os seus pontos.

FIGURA 7. Retas que tocam uma curva com quinas

Para calcular a tangente ao grafico I';, de ¢(x) = ax? + bx + ¢ no ponto Py = (z0, q(x0)),
construimos uma reta ¢, de equacao

y = oz —x0) + q(20),
que passa pelo ponto Fy e escolhemos sua inclinacdo o de modo que o tnico ponto em
comum com I'; seja . Note que ndo precisamos nos preocupar com as retas verticais,
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porque ndo podem ser representadas por uma equacio como a de ¢,. Como a equacio que
descreve o gréfico da parabola é y = ¢(x), aintersecdo I' yn/,, é obtida igualando os valores
de y nas duas equagdes e determinando as raizes do polindmio

a(r = xo) +q(20) = ¢(2)
assim obtido. Substituindo a férmula para ¢(x) na igualdade acima e cancelando o ¢ dos
dois lados da expressao, encontramos

a(x —x¢) + ax? + bxg = ax® + ba;
que podemos reescrever na forma
az® + (b- a)x + axg - (axi +bxg) = 0.

As raizes desta equacdo determinam as abscissas dos pontos de intersecdo desejados.
Nossa andlise anterior mostra que haverd apenas um ponto de intersecao quando o discriminante

(b-a)?-4da(axg - (axd +bxg)) = (b-)? + 4a(b - a)z + 4a’x?
for igual a zero. Contudo,
(b-a)?*+4a(b-a)zg +4a’z? = (b- a+2azx)?
de modo que o discriminante sé serd nulo quando
o =2axy +b.

Logo, cada ponto de I's tem apenas uma tangente, garantindo que o grafico ndo pode ter
quinas. O seguinte teorema resume tudo o que aprendemos sobre a fung¢do quadritica.

TEOREMA 3.1. Quando a > 0, o grdfico da fun¢do quadrdtica q(x) = ax? + bz + c:

é simétrico relativamente a reta © = —b/2a;

corta o eixo das abscissas nos pontos dados pela formula {@0) quando A > 0;
estd todo acima da reta y = —A[4a;

decresce a esquerda de x = -b[2a e cresce a sua direita;

tem uma tinica tangente no ponto (o, q(xy)) cuja inclinacdo é igual a 2axy +b.

SR BN~

Aplicando tudo o que fizemos a fung¢do quadrética ¢o(x) = 2% —x -2, obtemos o gréfico
ilustrado na figura[§]
Por outro lado, a fun¢@o quadrética
q(x) = —42* + 4o - 2.

(b

Como o coeficiente do termo em x? é negativo, a pardbola que representa o gréfico desta
func¢do terd concavidade para baixo. Logo, esta pardbola ndo corta o eixo das abscissas.
Para termos outros pontos para nos ajudar a fazer o esboco, podemos intersectar o grafico

tem vértice no ponto
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\ /

(—=1,0) (2,0)

i

FIGURA 8. Grifico de go(x) = 22 -z - 2.

com a reta y = —2. Para obter as abscissas dos pontos de interse¢ao precisamos resolver a
equacao
4z +4x -2 =-2,

cujas solugdes sdo 0 e 1. O grafico desta fungdo € ilustrado na figura[9]

FIGURA 9. Grifico da fung@o ¢3(x) = —42? + 4x - 2.

Finalmente, ndo custa alertd-lo de que nem todo grafico que parece uma pardbola €, de
fato o gréfico de uma fun¢io quadritica. Um exemplo € o grifico da fun¢do g(z) = =4,
ilustrado na figura Além de mais achatado que uma pardbola, no intervalo [0, 1], o
gréfico desta fun¢do sobe de maneiras mais ingreme que uma parédbola fora deste intervalo.

4. Funcoes trigonométricas

No capitulo [6] definimos as fungdes trigonométrica e estudamos suas propriedades
usando o que aprendemos sobre geometria plana. Por causa disto, o dominio das fun¢des
que definimos estavam limitados ao intervalo [0,7/2]. Mesmo os valores do seno e do
cosseno em 0 e em 7/2 foram obtidos através de um argumento informal. Nesta sec@o,
veremos como estender estas definicdes de modo a definir o seno e o cosseno para qualquer
nimero real.
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FIGURA 10. Griéfico de g(x) = x*

Seguindo o que ja haviamos feito no capitulo [6| posicionaremos o centro do circulo de
raio 1 na origem, como ilustrado na figura Com isto, o cosseno OA e o seno AB do
angulo « correspondem a abscissa e ordenada do vértice B do tridngulo AO A B. Podemos,
entdo, redefinir, o seno e o cosseno de o« = <C'OB como sendo a ordenada e a abscissa do
ponto B. Em outras palavras, se B = (by, bs), entdo

sen(a) =by e cos(a) = by.
Como « = 0 se, e somente se, B = (1,0), segue-se desta nova defini¢do que
sen(0) =0 e cos(0) = 1.
Analogamente, o = /2 quando B = (0, 1), de modo que
sen(m/2) =1 e cos(m/2) =0.

Se continuarmos a aumentar o angulo «, o ponto B vai sendo movido de quadrante em
quadrante, e o sinal do seno e do cosseno vao sendo modificados conforme a tabela (1| da
pégina Por exemplo, se 7/2 < o < 7, como na ﬁgura o seno BC' continuard sendo
positivo, ao passo que o cosseno OC' serd negativo.

Com isso podemos determinar o seno e o cosseno dos angulos que sao multiplos de
7/2. Por exemplo, quando o angulo « € igual a 7, o ponto correspondente ao vértice B
tem coordenadas (-1,0), de modo que

sen(m) =0 e cos(m) =-1.

Por outro lado, quando a = 37/2, temos que B = (0,-1), o que nos dé

sen(gl):—l e COS(S—W)=O.
2 2

Tomando « = 27, teremos dado uma volta completa na circunferéncia, de modo que o
seno e o cosseno de 27 serdo os mesmos do angulo zero. De maneira mais geral, qualquer
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B
B 1
R
(0] A C 0] A
FIGURA 11. 0 < a<m/2 FIGURA 12. m/2<a<T

C

FIGURA 13. f-a=7/2
que seja o angulo o com que comegamos, a0 completarmos uma volta na circunferéncia a
partir de «, estaremos de volta ao mesmo ponto do circulo. Assim,
sen(a+27) = sen(a) e cos(a+27) = cos(a).

Outra relag@o muito util € aquela entre os senos e cossenos de angulos que diferem por

7/2 radianos. Suponhamos que, como na ﬁgura B =a+m/2. Como
B+xDOC =,

temos que

(112) a+<DOC=g.
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FIGURA 14. Osenode 0 FIGURA 15. O cosseno
a2m. de 0 a 2.

Mas os angulos em <OAB e <ODC sio iguais a /2 e a soma dos dngulos em um
triangulo € igual a 7, de modo que, por ((112]),

JOBA=<4DOC e <AOB =<50CD.

Combinando isto com
OC =08,

pois ambos sdo raios do mesmo circulo, temos, pelo caso ALA, que os tridngulos AOBA
e A0 DC sao congruentes. Logo,

OD=AB e DC =OA,

ja que os vértices O, A e B de um dos tridangulos correspondem, respectivamente, a C', D
e O do outro. Portanto,

sen(a) = AB =-0D =—-cos(f) e cos(a) =0A=CD = sen(f).

Em outras palavras,

(113) sen (a + g) =cos(a) e cos (a + g) = —sen(a).

Usando os valores dos senos e cossenos dos angulos que ja calculamos neste e no
capitulo[6] porfamos fazer um esbogo grosseiro dos graficos dos senos e cossenos. Porém,
garantir que seus graficos sdo como apresentados nas figuras [[4] e [I5] requer o uso de
derivadas e vai ter que esperar que vocé aprenda um pouco de célculo.

Estas duas figuras partem do principio de que o dominio de ambas as fun¢des corres-
ponde aos valores que o toma quando damos uma tnica volta no circulo trigonométrico.
Contudo, nada nos impede de dar mais de uma volta neste circulo, tanto no sentido anti-
horério, quanto no sentido hordrio. Ao fazer isto, suporemos que, a cada volta, o angulo
aumenta de 27. Por outro lado, como observamos anteriormente, dois angulos que diferem
de 27 determinam exatamente o mesmo ponto no circulo trigonométrico, de modo que tém
exatamente os mesmos valores do seno e do cosseno. Portanto, admitindo que o angulo
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tome qualquer valor real, os graficos destas funcdes sdo obtidos copiando e colando os
graficos das figuras [I4]e[I5]nos intervalos,

ooy [<4m, =27], [-27,0], [0, 27 ], [27, 47 ], . . .,

como ilustrado para o caso do seno na figura [I6] Quando os valores de uma fungio se
repetem a intervalos fixos de comprimento p, dizemos que a fun¢ao é periodica de periodo
p. Portanto, o seno e o cosseno s@o ambos funcdes periddicas de periodo 27w. Nao é
coincidéncia que estas funcdes tenham sido introduzidas originalmente por matematicos
interessados em astronomia que, na antiguidade, era o dominio por exceléncia dos fendmenos
periodicos.

FIGURA 16. O seno como fun¢ao periddica

A defini¢do geométrica da tangente de o mostra que, ao contrério do seno e do cosseno,
o valor da tangente ndo tem nenhum limite. Mais precisamente, a medida que o aumenta
em dire¢do a 7/2, o valor da tangente aumenta de maneira ilimitada, ao passo que tan(«)
diminui de maneira ilimitada quando « se aproxima de —w/2. O gréfico da tangente, no
intervalo (-7/2,7/2), é ilustrado na figura[17}

5. Inversas de funcoes reais

Encerraremos o capitulo mostrando como usar métodos puramente geométricos para
obter o grafico da inversa de uma funcdo inversivel. Comecaremos investigando como
determinar se uma funcao real é injetiva ou sobrejetiva considerando apenas seu grafico.

Seja f : X — R uma fun¢do cujo dominio € um subconjunto dos nimeros reais.
Como consequéncia das condi¢des que definem uma fungdo, qualquer reta vertical que
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FIGURA 17. Griéfico da tangente no intervalo (-7/2,7/2).

intersecte o eixo das abscissas em um ponto de X corta o grafico de f em, exatamente, um
ponto. Escolhendo, agora, um nimero real s e tracando uma reta horizontal ¢ que corte o
eixo das ordenadas no ponto (0, s) temos duas possibilidades. Se ¢ cortar o gréifico de f
em (r, s), entdo

(r,s)ely <= f(r)=s

e vice-versa. Logo,

a funcdo f serd sobrejetiva se, e somente se, foda reta horizontal corta
seu grafico em algum ponto.

Por outro lado, f ndo pode ser injetiva se r # r’ sdo elementos de X tais que

(T>8)7(T,>5) egﬁrf — f(?”) :5:f(71’)7

e vice-versa. Assim,

f € injetiva se, e somente se, nenhuma reta horizontal intersecta o grafico
de f em mais de um ponto.

Combinado estas duas equivaléncias, podemos concluir que

f é bijetiva se, e somente se, foda reta horizontal intersecta o grafico de
f em exatamente um ponto.

Quando o gréfico de uma fung¢do inversivel € conhecido, € possivel determinar o grafico
de sua inversa de maneira geométrica, mesmo que a férmula da inversa seja muito dificil
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de calcular. O ponto chave da constru¢do é o fato de que se X c Re f: X - R € uma
funcao, entao

(20, f(20)) €Ty = (f(20),w0) € 'j1.
Supondo que f(xg) # o, a reta que passa por (zg, f(z9)) € (f(x0),x0) tem coeficiente
angular igual a
f(x0) — 0 _

w0~ f(w0) -

de modo que sua equagdo €
y = [(z0) = —(z - x0).

Logo, trata-se de uma reta perpendicular a y = x e que intersecta esta dltima reta no ponto

(930 + f(0) o +f(3?0))

2 ’ 2
que fica exatamente no meio do segmento que une (xg, f(xo)) a (f(xg),xo). Portanto,

(zo, f(x0)) e (f(x0),x0) sdo simétricos relativamente a reta y = x. Em outras palavras,
para obter I's-1 a partir de I'; basta espelhar este tltimo grafico relativamente a reta y = .

O primeiro caso interessante ao qual este método pode ser aplicado é o da fungdo
quadrética. Contudo, como vimos na se¢éo[3|do capitulol] para que uma fung¢do quadrética
se torne inversivel é necessdrio restringir seu dominio e contradominio. Por exemplo,
podemos fazer com que a fungdo que leva x em z? se torne bijetiva, restringindo seu
dominio a [0,+00) e seu contradominio a [0,+00). Outra op¢do seria, sob 0 mesmo
contradominio, restringir o dominio a (—oo,0]. Denotando a fun¢do definida no primeiro
caso por ps; isto € considerando

ps3: [0,+00) = [0, +00)

definida pela regra p3(z) = x2, obtemos o grifico a esquerda da ﬁgura Espelhando este
gréafico relativamente a reta y = x obtemos o grafico da funcao

pgl : [O,+oo) - [O,—}-oo)

definida por p3'(z) = \/z, ilustrado a direita da figura sem a necessidade de calcular
explicitamente nenhum de seus pontos.

Um exemplo cuja andlise requer um pouco mais de cuidado € o da fun¢do quadratica
q(z) = 2 — 4x + 3. A pardbola correspondente a esta funcéo é simétrica relativamente a
reta y = 2 e tem seu ponto mais baixo em y = —1. Portanto, as restricdes com 0s maiores
dominios e contradominios possiveis sao

(114) q-:(-00,2] > [1,+00) € gy :[2,+00) = [1,+00)
ambas definidas pela mesma regra que ¢(z); isto é,
g (z)=2"-42+3 e q.(v) =2* -4z +3.

O griéfico de ¢_ e de sua inversa aparecem desenhados na figura[I9]
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FIGURA 18. Grificos de p3 e p3'.

FIGURA 19. Gréficos das fungdes ¢_ e sua inversa.

Um exemplo mais divertido é dado pelo grafico da funcao
f:R—R
definida pela regra f(z) = 2® e de sua inversa, ambos ilustrados na figura [20]

Encerraremos esbocando o grafico das func¢des inversas do seno, cosseno e tangente.
Como o seno e o cosseno tém como imagem o intervalo [-1,1], este serd também o
dominio de suas inversas. Contudo, nem o seno, nem o cosseno sao injetivas no intervalo
[0, 27]. Contornamos isto limitando seus dominios, como fizemos para a fun¢éo quadratica.

Para o dominio do seno, escolheremos o intervalo [-7/2, /2] porque, neste intervalo,
além do seno ser uma funcao injetiva, seu grifico é simétrico em relagdo aos eixos, o que
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FIGURA 20. Grificos das fungdes p4 e p;'.

FIGURA 21. Grificos do seno em [-7/2, 7/2] e do arco-seno.

torna mais facil refleti-lo relativamente a reta y = x. Com isso, podemos construir
sen”t:[-1,1] — [-7/2,7/2],

que é conhecida como arco-seno, e usualmente denotada por arcsen. Na figura 21| temos,
a esquerda o gréfico do seno restrito ao intervalo [-7/2, 7/2] e a direita o grafico do arco-
seno, sobreposto aos graficos tracejados do seno, restrito ao intervalo [0, 7], e da reta
y = x. Como os esbocos das duas curvas se sobrepde, o grafico do seno foi desenhado
separadamente a esquerda para facilitar a comparacao.

Como cos(-a) = cos(a), para todo nimero real a, o cosseno ndo é uma fungio injetiva
em nenhum intervalo da forma [-a, a]. Por isso, restringiremos o dominio do cosseno ao
intervalo [0, 7] para poder inverté-lo. Com isso, a fungio inversa cosseno, chamada de
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arco-cosseno, é¢ dada por
arccos = cos * : [-1,1] — [0, 7].

Na figura[22] a curva cheia representa o grifico do arco-cosseno, ao passo que os graficos
do cosseno, restrito ao intervalo [0, 7], e da reta y = = foram desenhados tracejados.

FIGURA 22. Grificos do cosseno em [0, 7] e do arco-cosseno.

A funcio inversa da tangente, conhecida como arco-tangente e denotada por arctan,
tem R como dominio e o intervalo (-7/2,7/2) como imagem. Como no caso do seno e
do cosseno, seu grafico pode ser facilmente determinado simetrizando o grafico da figura
relativamente a reta y = x, como ilustrado na figura 23] na qual as retas horizontais tém
equagdes y = -m/2 ey = /2.

Exercicios

1. Determine o maior subconjunto de R para o qual cada uma das regras abaixo define
uma fungio:

fi@)=af@+1), e folx)=a/(a?-2).
Vocé deve expressar cada um destes dominios como um intervalo ou unido de intervalos.
2. Calcule as imagens das fungdes f; e fo definidas abaixo e determine quais destas
fungdes sdo sobrejetivas:
fi: (=00, 0] — R fo:RN{0} —R

x> 1/(z*+1) x— (22 -4)/x
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FIGURA 23. Grifico do arco-tangente no intervalo (-7/2,7/2).

3. Determine quais das funcOes da questdo 2 sdo injetivas e determine a inversa daquelas
que forem bijetivas.

4. Esboce os graficos das funcdes abaixo.
(@ fi(x)=3x-T,
(b) fo(z) =22 -4
© f3(x) =222 +2£L‘ 12;
(d) fi(x)=-322+12x +15;
(e) fs(x) =[22-1];
(

2cr—-1 se x<0
@ Jolw) = {3 -1 se x>0
2r se x<0
@ po={ 2
-1 se x<-1
) fs() = {7 se x>1

5. Ache as equagdes das retas que passam pelos pontos:
(@) (1,2) e (3,-2);
(b) (_370) € (_17 1),
© (-1,2) e (-3,-1);
(d) (-3,0) e (-1,0).
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Ache as retas perpendiculares as retas do exercicio anterior.
Prove que as retas y = ax + be y = a’x + b’ sdo paralelas se, e somente se, a = a'.

Determine o eixo e o vértice do grifico da fungdo quadrética ¢(z) = az? + bz + ¢,
quando a,b,ce Re a < 0.

. Determine a tangente ao grafico da pardbola ¢(x) = ax? + bx + ¢ no ponto de abscissa

x = xg, quando a,b,ce Re a <0

Ache o eixo, o vértice, as raizes e esboce os graficos das seguintes fungdes quadriticas:
(@ q(z)=2%-4x+3;

(b) ¢2(x) =22% -2 - 3;

©) g3(z) =—-22+2x+2;

d) @u(z)=22+z+2.

Determine os pontos de intersecao entre os graficos das funcdes dos itens abaixo:
@ q(x)=2?-4dr+3ey=x-1,

(b) g2(x) =222 -2 -3ey=-x-2;

©) g3(z)=-22+x+2ey=3x+1;

d) gu(x)=22+x+2ey=-1.

Calcule as retas tangentes e as retas normais as pardbolas dos itens abaixo, nos pontos
dados:

(@) q1(x) = 22 - 4z + 3 no ponto (2,-1);

(b) g2(z) = 222 — x — 3 no ponto (1,-2);

(¢) g3(x) = —22 +z + 2 no ponto (2,0);

(d) gs(x) =22+ 2z + 2 no ponto (3,14).

Uma reta € normal a uma curva em um dado ponto quando ela é perpendicular a
tangente a curva naquele ponto.

Seja ov um angulo entre 0 e 7/2.
(a) Calcule o seno, o cosseno e a tangente de /2 — « em fun¢do do cosseno, do seno
e da tangente de .

(b) Se 5+~ =m/2, qual a relagdo entre tan((5) e tan(v)?
Voce deve justificar suas respostas para seno e cosseno usando o circulo trigonométrico.

Calcule o seno, o cosseno e a tangente de —« a partir do seno, do cosseno e da tangente
de a.

Calcule o seno, o cosseno e a tangente de m — « a partir do seno, do cosseno e da
tangente de a.
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16. Use o exercicio [[4] e as férmulas deduzidas da secdo [2] para encontrar as expressdes
para sen(a - ) e cos(a — ) em fungéo dos senos e cossenos de « e 3.

17. Determine se as func¢des seno, cosseno e tangente sdo pares, impares, ou nenhuma das
duas.
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